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Abstract

In this memory, we are interested in the existence and multiplicity of weak solutions of some
classes of semi-linear fractional elliptic equations subjected to homogeneous Dirichlet conditions
on the bord. The method used is that of the Nehari Manifold the Fibering method.

Key words : Fractionnary problems, Nehari manifold, Existence of solutions.



Résumé

Dans cette mémoire, nous nous intéressons a ’existence et la multiplicité des solutions faibles
de certaines classes d’équations elliptiques fractionnaires semi-linéaires soumises a des
conditions de Dirichlet homogeénes sur le bord. La méthode utilisé est celui de la variété de
Nehari (Nehari Manifold) et de cartes de fibrage (Fibering Method).

Mots clés : Problémes fractionnaires, Variété de Nehari, Existence de solutions.



Introduction

Récemment, une grande attention a été accordée a I’étude des opérateurs fractionnaires et non
locaux de type elliptique, voir par exemple, [11,14-16,25] pour le cas sous-critique et [8,13,17,19]
pour le cas critique. Yu [25] a notamment utilisé la variété de Nehari pour établir 'existence
de solutions et de multiples solutions aux problémes elliptiques impliquant la racine carrée du
laplacien. Brandle, E. Colorado et A. de Pablo [3] a étudié I’équation fractionnaire de Laplace im-
pliquant la non-linéarité concave-convexe pour le cas sous-critique. Les auteurs dans [3] ont utilisé
I'idée de I'extension s-harmonique introduite par Caffarelli et Silvestre [7], qui permet d’exprimer
les opérateurs fractionnaires (—A)* sous la forme d’une condition de Dirichlet-Neumann.

L’objet de notre thése est I’application de la méthode de Nehari pour étudier 'existence de
multiplicité de solutions d’une équation non linéaire elliptique fractionnaire le probléme qu’on

considére s’insére dans la forme de probléme générale :

~Aufx) = f(x,u)

avec des conditions aux limites de Dirichlet homogéne Pour aborder cette classe de probléme,
on compte, aujourd’hui, trois différentes classes d’approches. Les méthodes topologiques, les mé-
thodes variationnelles (pour les problémes sous forme variationnelle) et les méthodes numériques
pour une approximation des solutions. Parmi les méthodes topologiques on retrouve la linéa-
risation (le théoréme d’inversion locale, le théoréme de point fixe, la méthode des sous et sur
solutions. Quant aux méthodes variationnelles leur principe est de passer d’une recherche de
solutions d’équation aux dérivées partielles a une recherche d’extrémums (points critiques) d’une

fonctionnelle J (dite fonctionnelle d’énergie)
DJ(u)=0

Le tout en passant par la formulation variationnelle.
Pour la recherche de ces extrémums, on a la minimisation directe si la fonctionnelle d’énergie

est bornée inférieurement. on considéré une suite {u,} C X tq :

J(up,) — i%fj(u)

(Suite minimisante) et on essaie de trouver une sous suite convergente, ce qui assurera l’existence
d’une point critique de J.
Dans de nombreuses situations la fonctionnelle J est définit aux sens qu’elle, n’est minoré



n’est majoré, ce qui oblige la recherche des valeurs critiques de J sous la forme
= infJ(u).
¢ = infJ(u)
Ou N, est un sous ensemble de X, ce qui permis d’obtenir une suite {u,} C X,

J(u,) — ¢

J(u,) — 0.

Une telle suite est appelle suite de Palais-Smale de nivaux ¢ pour J. L’information supplé-
mentaire J'(u,) — 0, alors 'obtention d’un sous-suite convergente.

Cette thése s’articule autour de quatre chapitres :

Chapitre 1 :contient I’espace fonctionnel que nous avons utilisé et des résultats Préliminaires

Chapitre 2 : la condition de Plais-Smale et exemple de suite de Plais-Smale de plus définition
de point critique.

Chapitre 3 : on s’intéresse d’étudier la multiplicité de solution de probléme elliptique frac-
tionnaire non linéaire avec opérateur non local avec condition de Dirichlet homogeéne et des
fonctions concave-convexe.

Chapitre 4 : est une généralisation de le troisiéme chapitre, plus précisément on s’intéresse
d’étudier La multiplicité de solution pour le P-Laplacien fractionnaire avec condition de Dirichlet

homogene et avec des fonctions inconnue homogénes.
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Préliminaire

1- Espaces de Sobolev.

2- Espaces de Sobolev fractionnaires.

3- Critéres de convergence.

4- Dérivations au sens de Gateaux et au sens de Fréchet.

H- Fonctionnelles minimisante.




Chapitre 1. Préliminaire

1.1 Espaces de Sobolev

1.1.1 Espaces de Lebesgue L*
Soit € un ouvert de RV

Définition 1.1 [//Soit p € RY alors :
Pour 1 < p < 400 on définit :

Lr(Q) = < f: Q — RY; mesurable et/ |f(x)]P do < +o0
Q

C’est un espace vectoriel sur RY, on le muni de la norme :

D=

1Al = | [ 1f @) da
/

Pour p = +o00,0n définit :
L=(Q) = {f : @ — RY; mesurable et Ic > 0 telle que |f(z)| < c p.p sur Q}

C’est un espace vectoriel sur RN, on le muni de la norme :

[ £l ooy = inf{e >0 tq [f(2z)| < c.p.p sur 2}

Notation 1.1 Soit 1 < p < 400, On désigne par p' l’exposant conjugué de p i.e : 113 + ]% =1.

Théoréme 1.1 (Inégalité de Hélder) Soient f € LP(2) et g € L (Q) avec 1 < p < +o0.Alors
f.g€ LY Q) et :

/If(f)g(l‘)ldx < AN 2oy 1l 2o ()
Q

Théoréme 1.2 LP(Q) est un espace de Banach pour tout 1 < p < +00.
LP(§2) est un espace séparable pour tout 1 < p < +o0.
LP(QY) est un espace réflexif pour tout 1 < p < +00.

LP(2) est un espace uniformément convexe pour tout 1 < p < +o0.

Proposition 1.1 5i Q est de mesure fini, et 1 < p; < py < +00 alors :

P2 (Q) s [P1 (Q)

8



Chapitre 1. Préliminaire

En particulier
L>®(Q) — LP(Q) — LY(Q), V1<p< +oo.

1.1.2 Espaces de Sobolev W"P((2)

Soit 2 un ouvert de RY (N > 1) et soient m € N et p € [1, +00]

Définition 1.2 On définit l’espace de Sobolev classique W™P(§2) par :

Wmr(Q) ={ue LP(Q), t¢g D*u e LP(Q),Y|a] < m}

N
o
avec a = (ay,ag,...,ay) € NV et D* = %,m\ = E a; D les dérivées au sens de

=1
distributions, c-a-d :

(Du, ) = (=1)l*l{u, D) Vi € D(Q)

W™P(Q) est un espace vectoriel sur R, on le muni de la norme :
Pour p € [1,+o0]:

1
lilly = (Il + 1D%ul)”
Pour p=+4o00:

lullg = maxjaj<m | D%l

Cas particulier (p = 2)
W™2(Q) (noté aussi H™(Q)) est un espace pré-hilbertien muni du produit scalaire

(U, V) g = (u,v LQ(Q)—i— Z “u, D) L2(9) -

la|<m
2
On @ Ay uhygm = [l

Théoréme 1.3 W™P(Q) est un espace de Banach pour tout 1 < p < +o0.
W™P(Q) est un espace séparable pour tout 1 < p < +00.
W™P(Q) est un espace réflexif pour tout 1 < p < +oc.
WmP(Q) est un espace uniformément convexe pour tout 1 < p < +o00.
(€2)

WmP(Q) est un espace de Hilbert pour tout p = 2.

Définition 1.3 On pose W;"*(Q2) = D(S2) dans W™P(Q).
Wy"P(Q) est un sous espace de Banach de W™P(Q),en général Wi""(Q) C W™P(Q).




Chapitre 1. Préliminaire

Théoréme 1.4 Soit p € [1,+o0o[ nous avons : D(RY) est dense dans W™P(RY) ; c-a-d :
Wr(RY) = WyP(RY)
Définition 1.4 Les entiers j > 0 étant donnés,on définit la famille des espaces C’g (RN par :
CIRY) ={ue C/RY)|V|a| < j, 3K, |Du| < K. }.

Les sous espaces C’g”\(RN ) ,ou A est un réel strictement positif, sont constitués des fonctions
de C’Z(RN) telle que,si || < j ,alors :

3C, 2, Vo, y € RN | HD(O‘)u(x) — D(a)u(y)H < Cunlz— y.

1.1.3 Les injections de Sobolev

Théoréme 1.5 [// Soit Q un ouvert de RN ,N > 2 qui est soit borné a frontiére lipschitzienne.
1. Si1 < p < N alors WP(Q) C L (Q), avec p* = NN—_pp, et l'injection est continue, c’est-
a-dire qu’il existe C > 0 (ne dépendant que de p, N et Q) tel queNu € WHP(Q), ||lul|,~ <
Clullyyrp s ce quon note WP(Q) — LF"(Q);
on a en particulier

WL(Q) — L¥1(Q).

Pour N =1, le cas p= N est autorisé. On a donc aussi
W) — L>®(Q) si N = 1.

2. 8ip> N, alors
Wie(Q) c ¢ (Q) .

3. Dans le cas ou 2 est borné a fronticre lipschitzienne, WM (Q) — L9(Q),pour tout q tel
que 1 < g < +oo(et le cas ¢ = oo est autorisé si N = 1). Ce résultat est faux dans le cas
ot Q = RNSi Q est un ouvert borné sans hypothése de régularité sur la frontiére, les trois
assertions précédentes restent vraies si [’on remplace espace par 'espace WYP(Q) par I'espace
WyP (). Lorsque Q = RN on a les résultats suivant :

1. Si1 <p< N alors WH(Q) C LP (), avec p* = NN_ZN et linjection est continue, c’est-a-
dire qu’il existe C' > 0 (ne dépendant que de p, N et Q) ) tel que

Vu € W(Q), [[ullpe < C fullys , ce quion note W(Q) — L¥" (Q);

10



Chapitre 1. Préliminaire

on a en particulier

WL(Q) — L¥1(Q).

Pour N =1, le cas p= N est autorisé. On a donc aussi
W) — L>®(Q) si N = 1.

2. 8ip> N, alors
Wie(Q) c ¢ (Q) .

3. Dans le cas ou 2 est borné a frontiére lipschitzienne, WM (Q) — L4(Q),pour tout q tel
que 1 < g < +oo(et le cas ¢ = oo est autorisé si N = 1). Ce résultat est faux dans le cas
ot = RVSi Q est un ouvert borné sans hypothése de régularité sur la frontiére, les trois
assertions précédentes restent vraies si [’on remplace ’espace par l'espace WP(Q) par I'espace

WyP(Q) Lorsque Q = RNon a les résultats suivant :

Théoréme 1.6 Pour 1 < p < 400 et m € N nous avons :

Np
N—mp

1) Si N > mp alors pour tout q satisfait ;p < q < nous avons :
WmP(RN)  — LI(RN)
Plus précisément dans les conditions données, il existe une constante C' telle que :
Vu € WY, lull gy, < C lullymogen
2) Pour p =1 nous avons :
WNLRY) < Cy(RY)
3) Si N =mp et p> 1, alors pour tout q satisfait p < q < +00 nous avons :
WmP(RN)  — LI(RN)
4) Sip > N, alors nous avons :
0<A<I—X — WhRY) — CG*(RY)
5) Simp > N, alors nous avons :

Wmr(RY) < L®(RN) N C(RY)

11
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Plus précisément :
* Si % ¢ Net j satisfait (j — 1)p < N < jp, alors :

0< A< j— % — WmP(RN) — C"IANRY)

*Si%EN,etmzj:%le, alors :

m N _
0<A<j—Y —wme@®Y) <o) T RY) VA< 1.

1.2 Espaces de Sobolev fractionnaires

1.2.1 Espaces de Sobolev W*?(Q): 0 < s <1

Définition 1.5 [14] Soit Q un ouvert de R", et soient s € (0,1) et p € [1,4+00[, on définit

Uespace de Sobolev fractionnaire W*P(Q) par :

Wsr(Q) = {u € L*(Q) avec [, fﬂ [u(x) :ﬂ,s‘ drdy < —i—oo}

C’est un espace vectoriel, on le muni par la norme :

u(z)—u(y)|? 1
ullieny = o lul” dz + o fo 2 dady) s

le terme
u(z)— uy)|pd d
[u] WP (9 fﬂfn a—yrirs ATAY

est appelé Gagliardo semi norme de u.
Théoréme 1.7 Soit Q un ouvert de R, et soient s € (0,1) et p € [1,+oo[ nous avons alors :

- W#P(2) est un espace de Banach 1 < p < +o0 .

- W#P(§)) est un espace séparable, et de Banach pour tout 1 < p < 400

- W#P(Q) est un espace réflexif pour tout 1 < p < +o0.

- W#P(£)) est un espace uniformément convexe pour tout 1 < p < +o0

- W#P(Q) est un espace de Hilbert pour tout p = 2.

En particulier , p = 2 , W #2(Q) = H*(Q2) La proposition qui suit permet de montrer que
les espaces H* coincident dans le cas de R™ avec les espaces W * 2 dont la définition est donnée

dans la section suivante

Proposition 1.2 Soit s € (0,1) Alors u € H*(R"™) si et seulement si :

12
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ue L?*R") et [p. [on %dﬂlgj < 400

Proposition 1.3 L’espace W * P(Q) est de type local, c’est-a-dire que pour tout u, dans W * P(Q).
et pour tout ¢ € D(S2) le produit u appartient a W*P(Q).

Proposition 1.4 On suppose que Q@ = R™, alors D(R™) est dense dans W*P(R").

1.2.2 Injections de Sobolev fractionnaires 0 < s < 1

1.2.2.1 Injections continues

Théoréme 1.8 Soit s € (0,1) et p € [1,400] tel que sp < n. Alors il existe un constant positive

C = C(n,s,p) tel que : pour toute fonction mesurable & support compact u : R™ — R nous avons :

HUHLpﬁ(Rn) SOHUHWW(RH)

np
n—sp

avec p; = exposant critique fractionnaire i,e :

Wer(RY) o LV (RY)

Corollaire 1.1 Soit s € (0,1) et p € [1,+o0] tel que sp < n. Alors il existe un constant positive
C =C(n,s,p) tel que :

pour tout fonction mesurable a support compact v : R™ — R nous avons :

HUHLG(Rn) < Clullyy P(R") .Vq € [p, p}]

np
n—sp

avec p; = e :

W = P(R") = LY(R"),Vq € [p,p;]

Nous notons que lorsque sp — n [’'exposant critique pi — +00 donc il n’est pas des surprise dans

ce cas, st u € WP alors uw € L7 pour n’importe quel q.

Théoréme 1.9 Soit s € (0,1) et p € [1,+00[ tel que sp = n. Alors il existe un constant positive
C =C(n,s,p) tel que :

lull Lony < Cllully o pgny -V € [p, +00]

7.e
W PR") — Li(R"),Vq € [p, +o0]

13



Chapitre 1. Préliminaire

Théoréme 1.10 Soits € (0,1) etp € [1,+o00| tel que sp < n. Alors il existe un constant positive
C=C(n,s,p,QR) YueW PR

ol gy < € il

1.e
W s P(R™) < L>®(R")

plus précisément

0,n—

W R G (RY)

1.2.2.2 Injections compacts

Théoréme 1.11 Soit Q un ouvert borné de R". qui est lipschitzien Soit s € (0,1),p > 1,n >

1, Alors nous avons :

- Si sp < n alors W*P(Q) — L1(€2) est compact Vg < p; = 22
- Si sp = n alors W*P(Q) — L9(Q2) est compact Vg < 400
- Si sp > n alors W*P(Q) < CP() est compact YA < s — -

1.3 Critéres de convergence

Lemme 1.1 (convergence faible) [12] Soient 1 < p < +o0o et (fn)n une suite bornée dans
LP(Q) converge p.p. vers f. Alors f, converge faiblement vers f dans LP(£2).

Théoréme 1.12 (convergence dominée de Lebesgue) Soit (f,) une suite des fonctions de
LY () qui converge p.p vers une fonction mesurable f. On suppose qu’il existe g € L'(Q) telle
que | fn(z)| < g(x) p.p sur Q . Alors f € LY(Q) et on a :

Jo Fa(@)dz — [, f(a)da

Lemme 1.2 (Brezis-Lieb) Soient 1 < p < 400 et (f,), une suite bornée de
fonctions de LP(S)) converge p.p. vers f. Alors f € LP(Q) et :

1A = tim (Ifalle = 1f = £l -

n—

Lemme 1.3 soit E un espace réflexif, alors toute suite bornée de E admet une sous-suite fai-

blement convergente.

14
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1.4 Deérivations au sens de Gateaux et au sens de Fréchet

Lemme 1.4 Soit X est un espace de Banach et 2 un ouvert non vide de X .on note X/ le dual
topologique de X c’est a dire l’espace des formes linéaires continues surX. Nous noterons par
(.,.) le produit dans la dualité entre X' et X .

Définition 1.6 [}]on dit qu’une fonctionnelle J : Q — R est différentiable au sens de Gateaux
en u € Q de dérivée g(u) € X'si, pour tout h € X.

lim? [J(u+ th) — J(u) — (g(u),th)] =0

t—0t

Définition 1.7 La fonctionnelle J : Q@ — R est différentiable au sens de Fréchet (ou tout
simplement différentiable ) en u € Q) de différentielle dJ(u) € X' si

||ilzi||rgoﬁ [J(u+h) = J(u) = (dJ(u),h)] =0

Il est clair que tout fonctionnelle Fréchet-différentiable est continue et Gateaux différentiable.

1.5 Fonctionnelles minimisantes

Définition 1.8 [4] Soit J définit sur X ,a valeur dans R. Elle est dite semi-continue inférieu-

rement (s.c.i) en x si, pour toute suite {x,} telle que x, converge vers x ,on a :

n—oo

On dit que J définit sur X est s.c.i si elle s.c.i en tout point de X.

Définition 1.9 On appelle suite minimisante de J dans X une suite (u,)nen d’éléments de

X telle que :
lim J(u,) = infJ(u)

n—»-0o00 zeX

Théoréme 1.13 (Multiplicateur de Lagrange) [12] Soit f et g deux fonctions de RP dans
R de classe C1 telle que Vg # 0 sur l’ensemble S défini par g = C, Alors si f admet un
minimiseur xo donc il existe A € R telle que :V f(xg) = AVg(xy).

15
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Points critiques et conditions de Palais-Smale

1- Pourquoi rechercher des points critiques ?

2- La condition de Palais-Smale.
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Chapitre 2. Points critiques et conditions de Palais-Smale

Nous revenons aux problémes non linéaires, vus sous ’angle du calcul des variations, non
seulement en minimisant une fonctionnelle associée au probléeme, mais aussi en recherchant les
points critiques. On rappelle que si J : V' — R est une fonctionnelle définie sur un espace de
Banach V' différentiable au sens de Fréchet, un point critique de J est un élément v de V' qui
annule la différentielle DJ de J et un point régulier de J est un point u tel que DJ(u) # 0.
Une valeur critique de J est un nombre réel ¢ tel qu’il existe u € V' point critique de J tel que
J(u) = c. Une valeur qui n’est pas critique est appelée valeur réguliére de J. Naturellement,
un point de minimum pour une telle fonctionnelle est un point critique, mais il peut y en avoir

d’autres. Enfin, pour montrer ’existence d’un point critique, il suffit trouver une valeur critique.

2.1 Pourquoi rechercher des points critiques ?

étant donnés 2 un ouvert borné de R™ et f une fonction de C°(R) N L*(R), une fonction
u € H(Q) telle que —Au = f(u) au sens de D'(€2). Soit F' la primitive de f sur R qui s’annule
en 0. Il est clair que
[E@O] < 1 Lo gy -

Associons a ce probléme la fonctionnelle

1
J(u) = 5/ \Vul? dz — /F(u)da: (2.1)
Q Q
Proposition 2.1 La fonctionnelle J est bien définie et de classe C* sur Hy (). Sa différentielle

est donnée par

(DJ(u),v) = /Vu.Vvdx - /f(u)vdx (2.2)
Q

Q

pour tout v € Hj(Q).

2.2 La condition de Palais-Smale :

Quand nous avons minimisé une fonctionnelle du calcul des variations, un ingrédient essentiel
a été la compacité relative (pour une certaine topologie) des suites minimisantes. La condition
de Palais-Smale joue un role assez semblable pour des suites sur lesquelles la fonctionnelle prend
des valeurs tendant vers une valeur critique potentielle, et pas seulement vers la borne inférieure.
C’est une condition apriori, & vérifier au cas par cas sur chaque fonctionnelle, indépendamment de
I’existence ou non de valeurs critiques. Elle sera par contre un ingrédient essentiel pour montrer

cette existence dans un certain nombre de cas.

17



Chapitre 2. Points critiques et conditions de Palais-Smale

Définition 2.1 Soit V un espace de Banach et J : V — R de classe Ct. On dit que J vérifie la

condition de Palais-Smale (au niveau c) si pour toute suite u,, de V telle que
J(u,) — ¢ dans R et DJ(u,) — 0 dans V'

on peut extraire une sous-suite convergente.

Voici un exemple plus intéressant dans le contexte des EDP. Soit {2 un ouvert de R" borné et
régulier et I'opérateur qui & f € H}(Q) associe la solution u € H}(2) de —Au = f , c’est-a-dire
T = (—A)~! en raison de la régularité elliptique u € H?(Q) et le théoreme de Rellich-Kondragov
implique que cet opérateur est compact (ce qui reste d’ailleurs vrai sans hypothése de régularité

sur 'ouvert). Par ailleurs

(Tu,v) = / VTu.NVvdx = / wodr = (v, Tu)
Q Q

par la caractérisation variationnelle de ce probléme aux limites, donc T" est autoadjoint positif
sur H}(Q). La théorie des opérateurs auto-adjoints compacts dans un espace de Hilbert permet
donc de dire que son spectre est formé de 0 et d’une suite de valeurs propres de multiplicité finie
qui tend vers 0. Comme 1" est positif, les valeurs propres sont positives. On voit donc qu’il existe
une suite A\ > 0 qui tend vers +oo telle que pour A # )\, Uopérateur

Th=(—A)"' —$Id est un isomorphisme de Hj(2) .

Proposition 2.2 Pour tout f € L*(2), la fonctionnelle sur H}(Q)

J(u) = %/Q(|Vu|2 — \u?)dx — /qudx

satisfait la condition de Palais-Smale (pour tout niveau c) si A # i, et ne la satisfait pas si X = Ay.

Preuve Contrairement & ’habitude et de fagon exceptionnelle, on va identifier le dual de

H}(Q2) avec H () lui-méme par I'intermédiaire du produit scalaire (et non avec H~1(2) ). On a

DI = [

(Vu.Vu — duwv)dx — / fuvdz
Q Q

c’est-a-dire que DJ(u) € H}(Q) est 'unique solution du probléme variationnel

/QV(DJ(u)).VUda:: /Q(Vu.V'U—)\uv)da:—/quvda:
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pour tout v € H (), soit en d’autres termes
—A(DJ(u)) = —Au—AIu— f

soit encore

DJ(u) =u— MN=A)"u— (=AY f € Hy (Q)

Donnons-nous une suite u, telle que DJ(u,) — 0 dans H; () quand n — +oo (autre

condition ne joue aucun role). Pour A # 0, A # A, pour tout k, on a donc

1

DJ(u,) = —\ <(—A)1un — Xun> — (A f = XD, — (AN f

Comme T} on a vu que est un isomorphisme, il vient

Up = —%T/\l (DJ(un) + (=A)7! f) — —;T/\l((—A)_1 f) quand n — 400
et la condition de Palais-Smale est satisfaite. Pour A = 0, on a DJ(u,) + (=A)"" f —
(=A)"" f, d’on Palais-Smale également.
Supposons maintenant que A = A\, pour un certain k et traitons le cas f = 0. Il existe une
fonction propre associée ¢, € H} (€2) non nulle telle que —Ag, = Ay, La suite u, = nyp,, est
telle que J(u,) =0, DJ(u,) =0,

mais elle ne contient certainement aucune sous-suite convergente. m

Remarque 2.1 Notons que dés que \ > A1, la fonctionnelle J n’est pas bornée inférieurement
sur H} () (considérer la suite np, ). Cela ne l’empéche pas de satisfaire la condition de Palais-

Smale.

Passons & un exemple encore plus intéressant car nettement moins linéaire que le précédent.

Proposition 2.3 Soit 2 un ouvert borné de R"™ et 1 < p < "*2

n < 2. Alors la fonctionnelle sur H} ().

1
:§/|Vu|2d93+ /|u|p+1da:

satisfait la condition de Palais-Smale (pour tout niveau c)

5 pourn > 3 et 1 < p < 400 pour

Preuve Sous les hypotheses faites sur p, on a p +1 < 2*, I’exposant critique de Sobolev
(2* = 2pour n > 3), donc Hj () — L™ (Q) et la fonctionnelle est bien définie sur Hy ()
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on montre a ’aide d’arguments semblables & ceux déja vus précédemment qu’elle est en fait de

classe C'! avec

(DJ(u),v) —/Vu.Vvdx—i—/ |l wodz
0 Q

soit en identifiant le dual de H} () avec H, ' (), comme d’habitude cette fois-ci,
DJ(u) = —Au+ |[uf’ " u

Donnons-nous une suite wu, telle que J(u,) — ¢ et DJ(u,) = 0 dans Hy* () quand n — +oo.

Comme u,, appartient & H} (), on a

-1
(DJ(un),un):/ ]Vun|2da:+/\un\p+1dx=(p+1)J(un)—pT/ ]Vun|2da:
Q Q Q

Or, par définition de la norme duale, on a

[(DJ (tn), )| <D (n) | 1) 1Vl 2

On en déduit donc 'estimation

p—1 2
IVunl?,

2
On voit donc que pour n assez grand pour que J(u,) < ¢+ 1 et [[DJ(uy,)||g-10) < 1, la

< (p+DJ(un) + [[DJ(un) 51 [ Vinl 20

quantité X, = ||Vu,| 12 satisfait I'inégalité

-1
pTXg — X, — (p+D)(c+1) <0
Comme p — 1 > 0, on en déduit que X,, est bornée indépendamment de n, c’est a-dire que
un est bornée dans. Comme p + 1 < 2* | I'injection de Sobolev
Hj (Q) — L™ (Q) est compacte. On peut donc extraire une sous-suite (toujours notée u,, )

et trouver un u € Hy (2) tels que

u, — u dans Hj (Q) et u, — u dans LF™ (Q)

+1
Notant que si v € LP*(Q), on a trivialement |v[’ € L% (Q), et raisonnant comme pour la

démonstration du théoréeme de Carathéodory, on s’apercoit que

|t [P — JuP w dans L%(Q)
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Or 'exposant conjugué de p+ 1 n’est autre que ’%1 et comme Hj () C LPT(Q) par dualiteé,

il vient L () — H~(Q). Finalement on a obtenu que

—Au, = DJ(un) — [un )" up — |ul’ u dans H*(Q)

On a déja noté que (—A)'est un isomorphisme de H~! () sur H} (2) ce qui montre que
Up — (—A) = |ufP" u) dans HE ()
et la condition de Palais-Smale est satisfaite m

Théoréme 2.1 Soit J une fonctionnelle de classe C' sur un espace de Banach V minorée et

satisfaisant la condition de Palais-Smale. Alors J atteint son minimum.
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CHAPITRE

3

La variété de Nehari pour les opérateurs
elliptiques non locaux avec fonction

concave-convexe

1- Introduction.

2- Quelques résultats préliminaires.

3- Le cas sous-critique : 0 < ¢ < 1 <p < 2% — 1.
4- Le cas critique : 0 < g<1<p=2F—1.
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Chapitre 3. La variété de Nehari pour les opérateurs elliptiques non
locaux avec fonction concave-convexe

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la multiplicité de solutions de probléme au limite par ’opé-

rateur non local

{ —Lru(x) = Au?+uP,u > 0 dans Q (3.1)

u =0, sur R"\Q2 7

ou () est un ensemble réguliere dans R™, n > 2s avec s € (0,1), A est un paramétre positif,

2n
n—2s

les exposants p et ¢ satisfaisant 0 < ¢ < 1 < p < 27 — 1 avec 2} = (n > 2s),’exposant
fractionnaire de Sobolev et L, est un opérateur de type fractionnaire non local défini comme
suit :

~Luul) =} [ (e +9) +ule — y) - 20@)K()dyx € R (32)

Rn

Ici, K : R™\ {0} — (0,400) est une fonction vérifiant les propriétés suivantes :

K (x) € LY(R") avec y(z) = min{|z|*,1};
30 > 0,VK(z) > 0 |z| ") vz e R"\{0}; . (3.3)
K(z) = K(—z),Vz € R"\ {0};

Un exemple typique pour K est donné par K(z) = \x|_(n+25) .Dans ce cas, le probléme, (3.1)
devient :
(—A)u(x) = M+ uP,u >0 dans 2 (3.4)
u =0, sur R"\Q ’ .
o —(—A)?® est Popérateur fractionnaire de Laplace, qui peut étre défini comme suit :
—(=A)u(z) =1} / lerrule ) 2 dy, v € R" (3.5)

Rn

Le but de cet chapitre était d’étudier la multiplicité de solutions aux problémes (3.1) et (3.4)
pour le cas sous-critique et le cas critique. En d’autres termes, nous utiliserons la méthode de
variété de Nehari pour obtenir la multiplicité des solutions aux problémes (3.1) et (3.4) dans les
deux cas suivants :

- Cas sous-critique: 0 < g < 1,1 < p < 2¥ — 1;

- Cas critique :0 < ¢ < 1,p =2} — 1.

Dans les problémes (3.1) et (3.4), le parameétre s € (0,1) est fixé et 'ensemble Q@ C R™ ouvert
de frontieére lipschitzienne ,(n > 2s) .La condition homogene de Dirichlet u = 0 dans 0 est

remplacée par la condition que la fonction u est nulle dans R" \ €, conformément au caractere
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non local de opérateur Lg. Les problémes (3.1) et (3.4) ont une structure variationnelle et les
solutions peuvent étre des points critique d’une fonctionnelle d’énergie associée sur un espace

approprié. Pour étudier les problémes (3.1) et (3.4), en considérant aussi que dans la norme

[l Hs(R") -

Nous allons introduire I’espace fonctionnel que nous allons utiliser dans ce qui suit, qui a été

introduit dans [15] par Servadei et Valdinoci. Nous introduisons cet espace comme suit

X = {u : R” — R fonction mesurable, u | € L*(Q) et (u(z) — u(y))/K(z — y) € L*(Q, d:z:dy)} :
(3.6)
Avec Q = R?"\(C) x CN) avec CNQ = R™\Q. L’espace X menu de la norme définit comme

suite : )
3

lully = | lullz2q) + / Ju(@) — uly)|* K(z - y)dady | - (3.7)
Q
Et en définit 'espace
Xo ={u€e X :u=0p.pdans R"\Q} . (3.8)

Avec la norme
1,2
fully, = | [ fule) = ul) Kz = p)dady | (39)
Q

X est un espace de Hilbert, alors on définit le produit scalaire :
(o), = f (o) = uy)(e(e) = o) Kz = y)dady. (3.10

Q

Pour cela, voir [15, lemme 7]. Pour plus de détails sur X et X, ainsi que pour leurs propriéteés,

nous renvoyons a [10].

Remarque 3.1 (i) Selon les conditions de K, de [14, lemme 11], nous savons que C3(€) C Xo,
et ainsi de suite X et Xy ne sont pas vides. De plus, X C H*(Q) et Xo C H*(R"), ou H*(N)

Uespace usuelle de Sobolev fractionnaire menu de la norme (dite norme de Gagliardo).

N

2)— 2
P P o (3.11)

*Q
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(it) L’injection de Xo — L* () est continue ot 2% = -2

Définition 3.1 Nous dirons que u est une solution faible du probléme (3.1), si u satisfait la
formulation variationnelle :
On multiple (3.1) par une fonction ¢ € X et on intégré sur Q on obtient :

[wt) — u@)(6(@) - o)kt~ pidedy = a4 a)ola)dis g

Q Q

Telle que u; = max{u,0}.
Chaque solution faible de (3.1) est dans L> () d’aprés les résultats de [20, proposition 9] ou
de [21, Théoréme 3.1]. Le fait que u soit une solution faible équivaut o étre un point critique de

la fonctionnel suivante :

J)\(U) :IK&D(u) —I)\<U,) . (313)

Avec
Tieplu) =1 / ju(e) — uly)|? K (z — y)dudy — -1 / W (2)dr,
@ @ : (3.14)
Ty (u) :qT)\l ul™ (z)dx.
Q

On peut voir que J, € C*(Xy,R) et

(i), @)y, = / (u(z) — u(y))(&(x) — d(y)k(z — y)dedy — A / ul () — / o (z)dz
¢ ! ) (3.15)

Notre premier résultat concerne le cas sous-critique.

Théoréme 3.1 Soit s € (0,1), n > 2s et Q un ensemble ouvert borné de R"™ avec frontiére
Lipschitzien . Laisser K étre une fonction satisfaisant les conditions (3.8), si 0 < ¢ < 1, 1 <
p < 2% —1, alors il existe \y > 0, tel que pour tout A € (0, A1), le probléme (3.1) admet au moins

deux solutions.

Pour le cas critique, depuis l'injection de X, — L2%(R") (ou, dans le cas du laplacien
fractionnaire, H*(R") — L*(R") n’est pas compact, la fonctionnelle d’énergie ne satisfait
pas le Palais - Smalle globalement, mais il est vrais pour la fonctionnelle d’énergie dans une
plage appropriée liée & la meilleure constante fractionnaire critique de Sobolev dans I'injection

Xy — L*%(9Q).Pour cela, on définie la meilleure constante fractionnaire critique de Sobolev Sk
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comme suite :

Sk = inf v, e xN\ {0} (3.16)

2
veXo\{o} IVl 2z

Théoréme 3.2 Soit s € (0,1),n > 2s et Q un ensemble ouvert borné de R" avec frontiére
Lipschitzienne. soit K soit une fonction satisfaisant les conditions (3.3), si0 < ¢ < 1,p=2%—1,

supposons que il existe ug € Xo\{0} avec ug > 0. dans R", tel que :
SE . (3.17)

I o+ est donné par (8.14). Alors, il existe Ay > 0, tel que pour A € (0,)2) le probléme (3.1)

admet aux moins deux solutions.

Remarque 3.2 Lorsque K (z) = |z|""") | L, est un laplacien fractionnaire —(—A)*, la condi-

tion (1.17) peut étre garantis par les résultats de [17, Section 4.2/, ou [2, Lemme 2.11].

Remarque 3.3 Lorsque s =1, le probléme (3.4) se réduit & une équation différentielle partielle

de Laplace semi-linéaire standard. Plus précisément

{ (—A)u(x) = Mu?~+uP,u >0 dans (3.18)

u =0, sur R"\ Q,

Ou Q est un domaine lié dans R" (n > 2),0<g<1,1<p< Z—f; et A > 0 est un paramétre.
Ambrosetti — Brezis — Cerami [1] a étudié le probléeme (3.18). Ils ont établi qu’il existe A\g > 0
tel que le probléme (3.18) admet au moins deux solutions pour X\ € (0, \g) et une solution pour
A = N et aucun solution pour A > A\g. Il existe des résultats pour ’équation elliptique impliquant
des non-linéarités concaves-convexes, voir par exemple [5,6,23,24,26] et les références qui y

figurent.

Ce chapitre est organisé comme suit : A la Sect. 2, nous donnons quelques notations et
préliminaires sur Nehari cartes multiples et fibrantes. A la Sect. 3, nous considérons le cas sous-

critique pour les opérateurs elliptiques non locaux Lx et donner la preuve du théoréme 3.1. A

la Sect. 4, nous traitons le cas critique et prouvons le théoréme 3.2.

3.2 Quelques résultats préliminaires

Nous examinerons les points critiques de la fonctionnelle J, sur I’espace Hilbert X,. Nous

dénotons la variété de Nehari par :

Ny ={u e X\{0} : (J§(u),u)x, =0} . (3.19)
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(,)x, est le produit scalaire sur X, donné par (3.10). Il est clair que tous les points critiques
de Jy doivent se trouver sur N qu’il est un ensemble beaucoup plus petite que Xy . Il est donc

facile d’étudier la fonctionnalité de .J, sur Ny. On dite que u € N, si et seulement si
lullx, = A Jguf™ (@)de — foul () =0 . (3.20)

La variété de Nehari N, est liée au comportement de la fonction de la forme ¢, : t —
Jx(tu) pour ¢t > 0 défini par :

out) =G llully, = M Jout™ (@)de — 55 fo ol (w)da (3:21)

+1 p+1 JQ

Ces cartes sont appelées cartes de fibrage et ont été introduites par Drabek et Pohozaev dans

[9] et sont également discuté par Brown et Zhang [6], Brown et Wu [5].

Lemme 3.1 Soit u € Xo\{0},tu € N, si et seulement si ¢/, (t) = 0.

Preuve Le résultat est une conséquence du fait que :

put) = (i(tu), u)x, = (Ji(tu), tu)x, - (3.22)

Ainsi, les éléments de N correspondent aux points stationnaires des applications ¢, On

remarque que

oL (t) =tlully, — M foul(@)de — [ ul (z)de . (3.23)
o) = ||u||X0 — g\t [ ut (2)da — ptrt [ ol (2)d (3.24)

D’apres lemme 3.1, u € N, si et seulement si ¢/,(1) = 0 Par conséquent, pour u € N, , par

(3.20) nous obtenons :

(1)

||UIIX0 g [y ult (@ pr ARE:
u? d:v+)\ ‘1“
Q Q
( )HuHXO q) Joull ”“
=(1-

)||UHXO+Ap q) Jouf q“ )dfc

(3.25)

Il est donc naturel de scinder N, en trois parties correspondant aux minima locaux, aux

maxima locaux et aux points d’inflexion, c¢’est-a-dire

N ={ue Ny :¢l(1)>0}.
Ny ={ue Ny :¢'(1)<0}.
N ={ue N, : u(1)_0}.
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Nous allons prouver l'existence de solutions au probléme (3.1) en recherchant l'existence de
minimiseurs de fonctionnel J, sur Ny. Bien que N, soit un petit sous-ensemble de X, nous

verrons que les minimiseurs locaux sur N,. Nous avons les résultats suivant

Lemme 3.2 Supposons que uqy soit un minimiseur local de Jy sur Ny et ug & NY ,Alors ug est

un point critique de Jy.

Preuve Si ug minimiseur local de J sur N, et ,alors uy est un solution de probléme d’opti-

misation suivant :

{ min Jy(u) = Jy(uo)
¥(uo) =0

telle que : y(u) = |u||X0 A fqud it (z)dr — Jo Ut " (x)dx.D’apres théoreme 1.13, I €
R tq : J'(ug) = py'(up), alors

(J'(uo), uo)xy = p{¥' (o), o) xq- (3.26)

On a ug € N, alors (J'(ug),up)x, = 0,donc : ]u0||X0 Ay, ud ™ (r)dx + Jo ubt (v)dz, de

plus :

1
(V(uo),uo)xy = lluollx, — X Jo ubi (x)da — p [oubl (z)d.

On auy ¢ NY & ¢ (1) # 0 < (7 (uo),u0)x, # 0, alors d’apres (3.26), u = 0 donc on
obtient la résultat. m
Pour comprendre les cartes de fibrage de la variété de Nehari,considérons la fonction 1,
R* — R défini par :
Yut) =t ully, — 7 foul (2)de

Il est clair que pour t > 0, tu € N, si et seulement si

(t) _)\fﬂ ‘1+1 ] (3.27)

U

de plus
VL) ==t ully, — (0 — )t fult (@) da. (3.28)
et ainsi, nous pouvons voir que si tu € Ny , alors :

th)r,(t) = @u(t). (3.29)

Par conséquent, tu € N, (ou Ny ) si et seulement si ¢, () > 0(ou ¢ () < 0)
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Supposons u € Xy et uy # 0. A partir de (3.28), 1, vérifie les propriétés suivantes :
(a) ¥,a un point critique unique a

1

B ( a—ollk =
t = tmax(u) = ((p_q) A uTl((;)dx) > 0.

(b) v, strictement croissantes sur (0, tmax(u)) et strictement decroissance sur (fmax(u), +00).
(c) lim@/z (t) = —oc0.
De plus [outt (z)dz > 0.

2(p—q)

Aot e > v ) = [(295 — GEpH] 0 0

(Joui ™ (@)dz) P~

De plus, parmi (3.23) et (3.27) et si A satisfait (3.30), alors ¢/,(¢) > 0.I1 est claire que
(¢, (t) < 0) lorsque A est grand.

Par conséquent tu € Ny, pour tout ¢ > 0. Par contre, si A\ satisfait

0 <A foui()de <y, (fmax(w)) - (3.31)

Alors il existes t1 et ty avec t; < tmax < to, tel que :

Vult) = u(ts) = A fgul ™ (w)de et (1) > 0,4, (t2) < 0.

(3.23) et (3.27) implique que ¢, (t;) = ¢, (t2) = 0. Par (3.29), nous avons que ¢! (t;) >
0,9/ (t2) < 0.Ces faits impliquent que la carte de fibrage ¢, a un minimum local & ¢; et un
maximum local & ty tel que tyu € N et tau € Ny On peut voir les graphiques de 1, (t) et
¢, (t) dans Fig 1.
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Fig 1

3.3 Le cas sous-critique : 0 < g<1<p<2i—1

Dans cette section, nous considérons plusieurs solutions de (3.1) pour le cas sous-critique.
Lemme 3.3 Il existe A\; > 0, tel que VA € (0, A1), nous avons N = (.

Preuve Supposons que Ny # 0),YA > 0,3u € NY tq : (Jy(u),u)y, = 0 et ¢)(1) =0, alors :

ul . = A f, ut e + [l da et [Jul% = Ag f, i de + p f, vl de

donc
lullk, < Cullullzy
et
lull%, < ACellulli;" -
Alors :

1 1
O < lully, < (ACa) T

Ceci est impossible si A est suffisamment petit. Ainsi, nous obtenons qu'il existe A € (0, A;) tel

que pour tout nous avons NY = (. m
Lemme 3.4 J, est coércive et borné inférieurement dans Ny, Y\ € (0, A1).

Preuve On a :

2 1 1
I(u) =3 [ullx, — gﬁ Joutdr — q—l—il quidr .
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on multiplier (3.13) par zﬁ :

2 A +1 +1
ﬁHUIIXO = mfgui dm+ﬁ QUi dx .
Alors :
+1 2 A +1
it ot dr = S llully, — 535 foud de

par substitution dans J)(u) en obtient :
2 1
Inw) = (5 = 5i0) lully, = Mgz = 51) Joufde
d’aprés théoréme 1.1 et la remarque 3.1 (ii) , nous obtenons
1 2
Jouldr < Cogar llully,

ot Uy q.j0) €St une constante positive en fonction de n,q,s, || . Puisque 0 < ¢ <1 < p, on
obtient alors que le fonctionnel Jyest coercitive et borné inférieurement dans N,. m
D’apres les lemmes 3.3 et 3.4, pour tout A € (0, A1) , nous savons que Ny, = Ny UN et J, est

coércive et borné inférieurement dans un N et N . Par conséquent, nous pouvons définir :

af = inf Jy(u) ety = inf Jy(u)

ueN;F ueENY
Proposition 3.1 Si 0 <\ < )y, alors la fonctionnel Jy a un minimiseur uy en Ny et satisfait

(1) Jx(uy) = inf Jy(u) < 0.
ueN;F

(2) uy est une solution du probléme (3.1).

Preuve Puisque Jyest borné inférieurement sur N, il existe une suite minimisante {u;} C
N tel que
lim Jy(ug) = inf Jy(u)

k—o0 ue/\/';'

Ainsi, selon le Lemme 3.4 , la suite {u;} es bornée dans Xo. De [13, Lemme 7], (Xo, [[u|y,) est
un espace Hilbert , et puis, il existe u; € X tel que, le sous suite {uy} converge faiblement dans

Xy alors :

/ (u(2) — s (9))((x) — B()) K (& — y)dady

Q
— [ (ui(@) —ur(y))(d(x) — o(y)) K (2 — y)drdy, Vo € X,

k—o0

Q
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et par [13, lemme-§|, on a
u, — uydans LMY (R™) | wuy, — uydans R™ (3.32)
et par théoréme 1.12, il existe [ € L1 (R") tel que
lug(x)] < I(x) dans R"
2n

pour tout 1 < ¢+ 1 < 27 = —=2-(n > 2s). Par conséquent, et par théoreme de convergence

dominé, nous avons que
fQ(uk)T—ldx —>fQ(U1)q+1dZL“ et fﬂ(uk)]ﬁ_ldx — fQ(Ul)p+1dQZ _

De plus, il existe ¢; tel que tyu; € Ny et Jy(t1u;) < 0. Nous avons donc inf Jy(u) < 0.Ensuite,
ueN;F
nous montrons que u, — u; fortement dans Xo. supposent le contraire, alors : [[uyly, <

lim inf ||ug ||y, Ainsi, pour {u;} € Ny on a:
k—o0 0

Jim ¢, () = lim (& gl 5, = ML [ (un) T (2)da — 4 [ (ug) 5 (@) de)
>ty |5, = At] [ (w) S (@) da — 8 [ ()5 () da
=y, (t1) =0

Clest-a-dire @], (t1) > 0 pour k assez grand. u; € N, nous pouvons voir que ¢/, (t;) < 0, pour
t € (0,t1) et ¢, (1) = 0 pour tout k. Ensuite, il faut avoir ¢; > 1. Par contre ¢, (t), décroissante
sur (0,%;) , et donc

Ia(tiuy) < Jh(uy) < lim Jy(ug) = inf Jy(u).
k—o0 uEN’;_

Ce qui est une contradiction. Donc, u;, — u; fortement dans X,. se qui implique

In(ug) — Ja(uy) = inf Jy(u) comme k — oo
u'E/\/;F

A savoir, u; est un minimiseur de Jy sur N 7. En utilisant le lemme 3.2, ujest une solution de
(3.1). =

Ensuite, nous établissons l'existence d’un minimum local pour Jy sur Ny .

Proposition 3.2 5i 0 < A < Ay, la fonctionnelle J\ a un minimiseur uy dans Ny et satisfait

(1) Jx(ug) = inf Jy(u) > 0.
ueNy
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(2) up est une solution du probléme (3.1).

Preuve Puisque Jyest borné inférieurement sur N, il existe une suite minimisante {uy} C
Ny tel que
lim Jy(ux) = inf Jy(u).

k—o0 uGN)\_

Selon le méme argument donné dans la preuve de la proposition 3.1, il existe uy € Xy tel que,

jusqu’a sous-suite,

/ (un(z) — un(®)) (B(z) — b)) K (z — y)dudy

Q
— [ (ua(2) = u2())(¢(x) — ¢(y)) K (x — y)dady, Vo € Xy,

k—o0

Q

Jo ) dr = [ () ld et [ ()t dr — [ (up)PHdx

De plus, a partir de Panalyse des cartes de fibrage ¢, (t) on sait qu'il existe ti,ty avec t; <
tmax (1) < ta que tiu € N tau € Ny et

J)\(tlu) < J/\(tu> < J)\(tgu).
Ensuite, nous montrons que u, — uy est fortement en Xy. supposons le contraire, alors
il , < Timinf g,

Ainsi, pour {ug} € Ny on a Jy(ug) > Jy(tux) pour tout ¢ > tpay et

2 2 +1
I(taus) =3 ||ually, — A7 Jo(u2) ™ (2)da
+1 1
=0 Jo(w) () dz

. 2
< limg 0o (% HukH?XO - )\Z‘% Q(Uk)‘fl(x)dx - f:: Q(uk)ffrl(x)diﬁ)

= J)\(tguk) S J)\(Uk) = infueN; J)\(u)

Ce qui est une contradiction. Par conséquent, u, — uo fortement dans X,. Cela implique

JA(U]C) — JA(UQ): inf JA(U)

k—o0 ue/\/')\_

A savoir, uy est un minimiseur si Jy sur N, . En utilisant Lemma 3.2, us est une solution de
(3.1). m
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Preuve (de théoréme 3.1) Dans les propositions 3.1 et 3.2 et le lemme 3.3, nous obtenons
que le probléme (3.1) a deux solutions u; € Ny et us € N, dans Xy. Depuis Ny NN, = 0 alors
ces deux solutions sont distinctes. Ce termine la preuve. m

3.4 Lecascritique: 0<qg<1l,p=27—-1

Dans cette section, nous examinons la multiplicité des solutions au probléme (3.1) pour le
cas critique, c-a-d. p = 27 — 1 = 2428,
Lemme 3.5 Il existe A\, > 0 tel que Ny =0 ¥ X € (0,)\,).

Preuve La preuve est analogue a la preuve du lemme 3.3. =

Lemme 3.6 J, est coercitive et borné inférieurement dans Ny, VA € (0, \,).

Preuve La preuve est analogue a la preuve du lemme 3.4. m
D’apreés les lemmes 3.5 et 3.6, pour tout A € (0, \.) , nous savons que Ny, = N;JUN et J, est

coércive et borné inférieurement dans un N, et Ny . Par conséquent, nous pouvons définir :

af = inf Jy(u) et &y = inf Jy(u).
A ueN;F A( ) A ueNy A( )

Nous avons les résultats suivants.

Proposition 3.3 Soit {u;} C X une suite (PS). pour J\ avec :
n 23
¢ < iSE — MATGD,

Alors il existe une sous suite de {uy} , qui converge fortement dans Xy, ot Sy est défini dans

(8.16) et M est une constante positive donnée par

q+1
_ (2n—(n—2s)(¢+1))(1—q) [ (1—q)(n—2s) \ 25—(a+1)
M = 2Nl ( G ) 9], (3.33)
Preuve D’apres le lemme 3.6, nous voyons que {u;} est borné dans X, . Puis, jusqu’a une

suite, toujours notée par uy , il existe u, € Xo tel que up — uy faiblement dans Xy, c’est-a-dire :

[ (@@ = ) (6(0) - 6(0) K (@~ y)dady

Q
— [ (oo () — oo () (9(2) — G(y)) K (& — y)dxdy,Y¢ € Xo.

k—o0

Q
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De plus, par [17, lemme 9], nous avons que :
U, — Ug dans LITHR™)  wuy, — ugdans R™. (3.34)
Et par [4.Théoréme IV-9], il existe [ € L (R™) tel que :

lug(x)| < lI(x) dans R™.

pour tout 1 <g+1<2;—-1= —
que :

2 (n > 2s). Par conséquent, par théoréme 1.12, nous avons

Joun)i e — [ (ueo) T ida .

Par Lemme 1.2, nous obtenons :

[ 1us(o) = ) Ko = g)dody = [ fusle) = o) = ualy) + o () K (& )y
+ [ fiela) = ) Ko = g)dady + o(1)

et

ot Fde = [ (= u)@)Fdo+ [ ()@ + o)
Q Q

Ensuite

(T4 (), ) / o) = ) K = y)dody = A [ (un(a)) 2~ [ (o))l

Q

- / |k (1) — oo () — ur(y) + uoo(¥)|* K (z — y)dady
Q

" / oo (1) — t1oo ()2 K (2 — y)dxdy — A / (un ()
Q

Q

- / ((ty — ) ()% i + / () d + 0(1) | + o(1)
Q Q
— [l = w)e) = (e = w) ) K o~ gy

— [ (= @)+ (). 1), + 0L

Q
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Par (J}(teo); Uoo) x, = 0 €t (J(ur), u) x, — 0 si k — oo,, nous savons que

g — sl = / (e — 1100) () — (s — 1) (9) 2 K (& — )y — b, (3.35)
Q
Et
/ (g — use) (@)% dz — b, si k — oo (3.36)
Q

Si b = 0, la preuve est terminée. En supposant que b > 0, selon la définition de Sk dans
(3.16),Alors :

2 2
lollx, =Sk Mol -

On pose : v = up — U,
On obtient :

23

i — uel%, > S /<<uk_um)<x)>j_z

2
. 3% < g £
Ainsi, nous avons b > Skb™* .c’est-a-dire b > S . D’autre part, nous avons :

e = Jm {Hul, - Ak @)t - o [ )

k—s o0

(3.37)

—ﬁp/((uk — uoo)(x))idx +o(1) | +0(1)
Q

En supposant que ¢ < %S?,on a Jy(us) < 0. En particulier, uy # 0 et

0 < 3lusolly < [ (uool@))Fdo + Ay [ (uno ()4 da. (3.38)
Q Q
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Ensuite
¢ = lim J)\(U :k) = kli)nooj)\<uk) — % (J/’\(uk),uk>xo

k—s00

= i (& 0= u) @)+ 3 [ ()

k—o0
Q Q

(3= ) [ @)

Q

Q
(4 - ) / (too ()l
> 5G% 4 5/(%0(3;))?5@ A (% - ﬁ) /(uoo(g;))ffl.
Q Q

De plus, par théoréme 1.1, nous avons

25 —(14+q)

5 /(uoo(a:))i:d:c , (3.39)

Jstentias <o

Q
Ainsi,
e zisf s | [um@)ia
Q
1+gqg
23
1 1 2\:7(1“"‘1) o*
(1= k) 1| [t
B Q
= 5% + h(y)
Telle que

5,2k 1 1 2;‘7(:+Q) +1 2%
h(n) = 32n* + A <§ - m) Q] = pith avec n = /(uoo(x))fdx
Q
25— (1+q)

23 nq

Win) =ty ag+1) (5 75) 10

€Y o 25— (1+q)
R(n) =0<n <%n28(q“) + Mg +1) (% — ﬁ) Q] = ) =0.
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Nous notons que h(n) atteint son minimum &

27

4s

2
Mo = (/\(l—q)(n—2s)) —(+9) 0

et
+1 *
h(n,) = _<2nf<n—j(sq>iql+)1>)<1—q> ((kq)gfzs)) SR Q % = _ MAT
Avec M donné par (3.33). Donc
n 23
¢ >32Sp - MAF (.

Ensuite, nous obtenons une contradiction avec notre hypothése. Par conséquent, b = 0 et, nous

concluons que u; — Uy fortement en X,. Ceci compléte la preuve m

Proposition 3.4 [l existe Ay > 0 et ug € Xy tel que :

*

supJy(tug) <%S§5— MAZ=CFa) (3.40)
>0
VYA € (0, A\2).En particulier,
a, <§SQS MATE—(Fa, (3.41)

Ou la constante M dépend de q,n, s et ||, donnée par (3.33).

Preuve Soit \,, > 0 tel que %Sﬁ ~ MN\E G > 0,V € (0, Aws).Avec la condition (3.17),0on

a
Jug € Xo \ {0} telle que
I(tug) < S;EPI’“ 2 (tug) — Aqu/(uo)‘fldar < %SQS )\aqi;/(uo)‘fldx. (3.42)
Q Q
Soit
25— (1+q)
a+1

p—_— m tq+1/<uo)z_+ld3}
Q

avec M positive constante définit dans (3.33).Alors,VA € (0, A, ) on définit

1+4+q
Q

tatl1 q+1 *L
- (ug)ddr < —MA%E-0%a),

38



Chapitre 3. La variété de Nehari pour les opérateurs elliptiques non
locaux avec fonction concave-convexe

Ainsi, nous obtenons que (3.42) est vrai. Finalement, nous définissons Ay = min{ ., M, Assx } ;

par I'analyse des cartes fibrant ¢, (t) = Jy(tu),on obtient :
n 23
dy < 2SF — MAT-G,

Pour A € (0, \y). Ceci compléte la preuve . =
Nous sommes maintenant préts & prouver le théoréeme (3.2).
Preuve (de théoréme 3.2) : Dans les propositions 3.4 et 3.4, il existe deux suites {u; } et

u, ; dans X telle que :
Lt d X tell
Ta(uf) — a3, J(w) — 0 et Jy(uy) — ay, Ji(w) — 0,

Nous observons que, & partir de analyse des cartes de fibrage ¢, (¢), nous avons &, < 0. Similaire
a la preuve de proposition 3.1 et 3.2 et théoréme 3.1,le probléme (3.1) a deux solutions u; € N et
us € Ny dans Xo.Depuis Ny NN, # 0,alors ces deux solutions sont distinctes. Ceci termine la

preuve. m
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CHAPITRE

4

La variété de Nehari pour le P-laplacien

S

fractionnaire (—A)

1- Introduction.

2- Quelques résultats préliminaires.

3- Le cas sous-critique : 0 <7 <1< ¢ < pf—1.
4- Le cas critique : 0 <r <1< q=p:— 1.
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la multiplicité de solutions de probléme p-laplacien fraction-

naire (—A); :

p

{ (~A)julx) = (o) + Agla, u)u > 0 dans 0 (4.1)
u = 0 sur R"\Q.

Ot (—A); est le P-laplacien fractionnaire définit comme suite :

p |z—y|

(—AVu(z) =2 / ) u )P u0) g 1y R
Rn
Ou Q est un ensemble réguliere dans R™, n > ps avec s € (0,1), A est un parameétre positif, f

et g sont des fonctions homogenes d’ordre ¢ et r respectivement (i.e)

flz tu) = t9f(z,u) et g(z,tu) = t"g(z,u)

Les exposants p, r et ¢ satisfaisant : 0 < r < 1 < p < ¢ < pf—1,avec pt = "2 (n > ps),’exposant

n—ps
fractionnaire de Sobolev.

Notons "

F(z,u) = /f(x,s)ds >0et G(z,u) = /g(:c,s)ds > 0.

0

En déduit que F' et G sont homogene d’ordre (¢ + 1) et (r + 1) respectivement (i.e)
F(x,tu) = """ F(z,u) et G(x,tu) = " G(x,u).
D’apres les propriétés des fonctions homogéenes, on a :
(g+ V) F(x,u) =uf(x,u), (4.2)

(r+1)G(z,u) = ug(z,u). (4.3)

Ce qui implique qu’il existe 7, v, > 0 telle que :
F(z,u) <7 ful™", (4.4)

et
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Gla,u) <y lu™. (4.5)

Nous allons introduire ’espace fonctionnel que nous allons utiliser dans ce qui suite . Nous

introduisons cet espace comme suite :

X = {u : R" — R fonction mesurable, u|q € LP(Q) et M&=ul ¢ 1p((, dxdy)} :

l[z—y| P

Avec Q = R*™\(CQ x CQ) avec CN = R™\Q. L’espace X est menu de la norme définit comme

suite :

B =

u(z)—u(y)|P
full = (Il + [ 52 dnay
Q

En définit ’espace de Banach
Xo ={u€e X :u=0p.pdans R"\Q}, (4.6)
muni de la norme

full, = | [ A oy | (4.7)
Q
Remarque 4.1 i) X — LI(R"™) ,Vq € (1,p).
ii) Xo — LP=(R™).
iii) Yu,v € Xo; on a le produit de dualité :

|z—y|

s w(z)—u(y) P~ (u(z)—u v(z)—v
<<_A)pu7v> _ /| (&) (@)~ (o) —u@) @) 0 W) g gy (4.8)

Définition 4.1 Nous dirons que u est une solution faible du probléme (4.1), si u satisfait la

formulation variationnelle :

[ e s gady [ o u)oa)de + A [ gl
Q Q Q

Le fait que u soit une solution faible équivaut & étre un point critique de la fonctionnel

suivante :

Ia(u) =TI, 4(u) — AC(u).
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Avec

ou

On peut voir que J, € C'(Xy, R) et

(Ji(u),u) = A(u) — (¢+1)B(u) — A(r + 1)C(u).

Théoréme 4.1 Soit s € (0,1), n > ps et Q un ensemble ouvert borné de R" avec frontiére
Lipschitzien. S10 < r <1< q < pt—1, alors il existe \y > 0, tel que pour tout A € (0, ), le

probléme (4.1) admet au moins deux solutions.

Pour le cas critique, depuis I'injection de X, — LP*(R") n’est pas compact, la fonctionnelle
d’énergie ne satisfait pas le Palais - Smale globalement, mais il est vrais pour la fonctionnelle
d’énergie dans une plage appropriée liée a la meilleure constante fractionnaire critique de Sobolev

dans l'injection X — LP*()), définie comme suite :

e el
— it lx X .
S0 = gy T 7V € XoMOk (4.10)

Théoréme 4.2 Soit s € (0,1),n > ps et Q un ensemble ouvert borné de R" avec des bords de
Lipschitz. si 0 < r < 1,q = pt—1, supposons que il existe ug € Xo\{0} avec uy > 0. dans R,
tel que :

supZ, ,(tug) < %S% : (4.11)

I, , est donné par (4,9). Alors, il existe A\, > 0, tel que pour X € (0, \,) le probléme (4.1) admet

auxr moins deux solutions.

4.2 Quelques résultats préliminaires

Nous examinerons les points critiques de la fonctionnelle Jy sur ’espace de Banach X,. Nous

dénotons la variété de Nehari par :

n = {u e Xo\{0} : (Ji(u), u)x, = 0},
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ou {, )x, est le produit de dualité sur X.Il est clair que tous les points critiques de J doivent
se trouver sur N, et NV, est un ensemble beaucoup plus petit que Xj. Il est donc facile d’étudier

la fonctionnelle Jy sur N, . Il est facile de voir que u € N, si et seulement si
sl = fouf(z,u)de — X foug(z,u)de = 0. (4.12)

La variété de Nehari Ny est étroitement liée au comportement de la fonction de la forme

@, : t — J\(tu) pour t > 0 défini par :
0, () = %A(u) — 1 B(u) — MTC(u), (4.13)
Ces cartes sont appelées cartes de fibrage et ont été introduites par Drabek et Pohozaev dans
[9] et sont également discuté par Brown et Zhang [6], Brown et Wu [5].
Lemme 4.1 Soit u € Xo\{0},tu € N, si et seulement si ¢/, (t) = 0.

Preuve Le résultat est une conséquence du fait que

pult) = (Jy(tu), u)x, = F(J3(tu), tu)x,.

Ainsi, les ¢léments de NV, correspondent aux points stationnaires des cartes ¢, On remarque

que
ol (1) =t A(u) — (¢ + D)t?B(u) — A(r + 1)t"C'(u), (4.14)

Put) = (p— D2 Au) — qlg+ D7 B(u) — Ar(r+ "' C(u) - (4.15)

D’apres le lemme 4.1, on a u € N, si et seulement si ¢/ (1) = 0, par conséquent, pour u € N,

par (4.14) nous obtenons

(4.16)

Il est donc naturel de devisé N, en trois parties correspondant aux minimum et maximum

locaux et aux points d’inflexion, c¢’est-a-dire

Nf = {ueN:g(1) >0},
Ny ={ue Ny:¢l(1) <0},
NY ={ue Ny:¢l(1)=0}.
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Lemme 4.2 Supposons que uqy soit un minimiseur local de Jy surNy et ug &€ NY. Alors, ug est
un point critique.

Preuve Si uy minimiseur local de Jy sur Ny et ,alors ug est un solution de le probléme
d’optimisation suivant :

min J)\('LL) = J)\(Uo),
B(uo) =0,

telle que :
B(u) = A(u) — (g4 1)B(u) — AM(r + 1)C(u).

D’apres théorémel.13, 3o € R tq - J'(ug) = aff'(ug), on a
(J'(ug),u0)x, = a{f (ug),uo)x,- (4.17)
Comme, ug € Ny, alors (J'(ug), up)x, = 0 et
A(ug) = (¢ + 1)B(ug) + A(r + 1)C(up),

de plus :
(B'(uo), wo)xy = pA(uo) — (q+1) [ uof(z,up)dx
—A(r+1) [o uog(x, up)(dz
= (p — 1)A(uo) — q Jguof (2, uo)dx
—Ar [ uog(z, up)dz,

d’aprés (4,2) et (4,3) on obtient :

(B'(uo), u0)x, = (p—1)A(uo) — q(q+ 1)B(ug) — Ar(r +1)C(uq)
= @y (1)

On aug ¢ NY < ¢l (1) # 0 (B'(w), uo)x, # 0, alors, d’aprés(4.17), a = 0, d’ou le résultat.
|

Pour comprendre les cartes de la variété et de la fibrage de Nehari, considérons la fonction
¥, : RT — R défini par :

Uu(t) =T Au) — (g + Dt B(u) -
Il est clair que pour ¢t > 0, tu € N, si et seulement si

P, (1) =Ar+1)C(u) , (4.18)
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en outre :
() = —r =P 2Au) = (¢ +1)(g — )t B(u) , (4.19)

et ainsi, nous pouvons voir que si tu € N, , alors :

i, (t) = eu(t) - (4.20)

Par conséquent, tu € N, (ou Ny ) si et seulement si ¢, (t) > 0(ou ¢ (t) < 0).
Supposons u € Xy et uy # 0. A partir de (4.19), v, vérifie les propriétés suivantes :
(a) ¥, a un point critique unique a

_ —r—1) A(u) | 9—p+1
Yu(tmax) = ((q(—]lj—l)(q—)r) B(u§> Alu)

q
A(u) (p—r—1) \a—p+1
0+ 1) (58 ) B

=S L
— (Lle=r=1) q—p+1 A(u)1—" q—p+1
o ((q-l-l)(q—T)) ( q—r ) (B(u)p—r—1> )

(b) v, croissante strictement sur (0, tyax(u)) et décroissante strictement sur (fmax(u), +00);
(c¢) limy,(t) = —o0.

t—o00
On a:

p—r—1

Pultmn) =2+ 1000 = (5722) (522 ()T < A+ 10w,

q—r

d’apres les propriétés (4.4) et (4.5) et d’aprés Holder :

Blu) = o Fla,u)de <7 105 Jul 21,
en utilisant I'inégalité
e < s "l
On obtient )
Blu) <msp * 195 AW (4:21)
De méme facon, on aura
Cw) <ysp * 19077 ) (122
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Donc

( max) - ( 1)C(u)

(08
p r—l
1
r—1) — A(u)d—" q—p+1
- < qil )(g— r)) (qqid) (B(zi)gfr%)q - A(r+1)C(u)
p—r—1
* q—p+T p—r—1 _
LI?I —r—1 — 1 p—q-1 w -9 r41
= (T"%l sy 10" ) Qfﬁm;%) Qﬁh%ﬁ%)yﬂh Q| 7D g5 — X | A(u)
—rtl M 7-+1
= (4 sy 7105 ) (= 0A)
(4.23)
telle que
Z:;;i p—r—1
r—1 _ pp—a-1 w ——
e () () S g

De plus,parmi (4.14), et (4.18) et si A < . satisfait (4.23), alors ¢! (t) > 0.I1 semble que
(@l (t) < 0) lorsque A est grand. Par conséquent tu € N, pour tout ¢ > 0. Par contre, si
A satisfait

0<ANr+1)C(u) <, (tmax(w))
alors il existe t1 et ty avec t1 < tpax(u) < to, tel que :
Uu(t1) = P, (t2) = Ar + 1)C(u) et by, (t1) > 0,9,(t2) <0

Les relations (4.14) et (4.18) implique que ¢/, (t;) = ¢/,(t2) = 0. Par (4.20), nous avons que
©r(t1) > 0,¢"(ts) < 0. Ces faits impliquent que la carte de fibrage ¢,, a un minimum local a t; et
un maximum local & #5 tel que tyu € N, et tau € Ny On peut voir que les graphiques de v, ()
et o, (t) sont visibles a la Fig.2.

dru() | %m‘

0| fmax(u) \ t

Fig 2
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4.3 Le cas sous-critique : 0 <r <1 <q<p;—1

Dans cette section, nous considérons plusieurs solutions de (4.1) pour le cas sous-critique.
Lemme 4.3 [l existe A\, > 0, tel que V A € (0, \,), nous avons NY = ().

Preuve on suppose que NV # 0, 3ug € NV, ¢, (1) =0, ¢, (1) = 0 donc :

Pu(1) =0 & (p—7r—1)A(uo) + Mg+ 1)(r — q)B(ug) = 0
= Bl(ug) = %A(uo) ’
Py (1) =0
& A(ug) — (¢ + 1)B(ug) — A(r + 1)C (o)
= A(ug) — PPHA(UO —Ar+ 1)0( 0) =0
= ”ﬂqlA(uO) A(r +1)C(ug) =

)
1)
O (uo ( g ql) A (4.24)

+1 1

r—1) —p+1 A(w)?—" \ a-p
Vi) = A+ G ) (qqfr ) (755)
—-Ar+1)C
—1 r—p+1
+1 q—p+1
(p—r—1) q—p+1 (p—r—1)
+1)q ) ( s ) (<q+1><q—v~>) Auo)

- (aien
-5

Yy (tmax) — A1+ 1)C(uo) =0,

Uo

alors

ce qui donne une contradiction, d’ot NY = (). m
Lemme 4.4 J, est coérctive et borné inférieurement dans N,V € (0, \")
Preuve Si u € N, , (4.14) impliquent que

Jx(u) = % Jull%, = Jo F(x,u)dr — X [ G(2,u)dx
= %A(u) — B(u) — A\C'(u),

onap,(l)=0 = B(u) = m (A(u) — A(r +1)C(u)).

Donc

T(u) = Alu) (1-1) - q%) ~AC(u) (%) .




Chapitre 4. La variété de Nehari pour le P-laplacien fractionnaire (—A);

Alors

—(r+1) p:—r—l

Ta(w) > (l . L) A(u) — Neasy 7 Q175 Au)

il
p
P q+1
Donc, Jy(u) est coércive et borné inférieurement. m
Alors Ny = N;F UN; telle que Ny NN, =0 et de plus 387,83 € R tq :

By = inf Jy(u)
ueN,

T = inf Jy(u
A uEN)T )\()

Proposition 4.1 Si 0 < X < A, la fonctionnelle J\ a un minimiseur u*dans Ny et satisfait
(1) i(u*) = inf Jy(u) < 0.

ueNj

(2) u* est une solution du probléme (4.1).

Preuve Puisque Jyest borné inférieurement sur A alors il existe une suite minimisante
{ur} C Ny tel que

lim Jy(ug) = inf Jy(u)
k—oo uGN;

Ainsi, selon le lemme (4.4), la suite {u;} es bornée dans Xo. De [15, Lemme 7], (Xo, ||ul|y,) est

un espace de Banach réflexive , et puis, il existe u* € Xy tel que, la sous-suite,

/|Uk(x)—wc(y)|pQ(Uk(ff»‘)—uk(y))(<¢>(z)—¢(y))dzdy

|$_y|n+P5
Q
= / W(I)iu*(y)|HW;@M*p(sy))(¢(x),¢(y))dmy,W € Xo,
Q

et par [4, théoréme IV-9], il existe sous-suite et il existe [ € LI (R") tel que
up — u*dans LITH(R"™) | dans up — u*R",

lug(x)] < lI(x) dans R",

pour tout 1 < g+ 1 < p;
[o Flz,up)de <y [y [ul™ < +oo car |ul"™ € LY(Q).
Alors, [, F(z,u) € L'(2) Par conséquent, par théoréme 1.12, nous avons que

Jo Fz,up)de  — [, F(x,u*)dz.

k—o0
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De méme facon
Jo Gl up)de —  Jo G

De plus, il existe t; tel que tyu; € N, et J,\(tlu*) < 0. Nous avons donc inf+J,\(u) < 0. Ensuite,
UEN)

nous montrons que u;, — u* fortement dans Xo. Si non, alors: [[u*||ly, < lilgn inf [lug| x, Ainsi,
—00

pour {u;} € Ny on a:

lim ), (0) = lim (67 ||uell, — (q+ D] o F (o, u)da
— A+ 1)t} [, Gz, w)dz)
>t | Ju*||%, — (q +1 tq fQ F(z,u*)dx
—Ar+ 1)t} [, G(
= @+ (t1) = 0.

Cest-a-dire ¢/, (t1) > 0 pour k assez grand. Depuis u, = l.u, € N ", nous pouvons voir que
¢, (t1) < 0, pour t € (0,t1) et ¢, (1) = 0 pour tout k. Ensuite, il faut avoir ¢, > 1. Par

contre ¢,.(t), décroissante sur (0,t;) , et donc

Ia(tiu*) < Jy(u*) < hm J)\(uk) = inf J,\( ).
ue./\/

Ce qui est une contradiction. Donc, u;, — u* fortement dans X,. Cela implique que

J)\<Uk) — J)\(Ul): inf J)\(u)

k—oo uE/\/';r

A savoir, u* est un minimiseur de Jy sur N, . En utilisant le lemme 4.2, u*est une solution de

(4.1). Ensuite, nous établissons I'existence d’'un minimum local pour Jy sur Ny . =

Proposition 4.2 Si 0 <\ < \. , la fonctionnelle J\ a un minimiseur v dans N et satisfait
(1) J,\(u**) = inf J)\( ) > 0.

uE)\

(2) u** est une solution du probléme (4.1).

Puisque Jyest borné inférieurement sur N, il existe une suite minimisante {u;} C N tel
que
lim Jy(ux) = inf Jy(u).

k—o0 ueN,
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Selon le méme argument donné dans la preuve de la proposition précédente, il existe u** € X

tel que, jusqu’a sous-suite ,

/|Uk(x)uk(y)|p_2(uk( ) —ug (y))($(x) = ¢(y))dxdy

|o—y|" TP
Q
-~ / @ 2@ e sy g ¢

Q

et
Jo F(z,up)dx 2 Jo Fz,u
et [, G, uy)dx i Jo Glz,u

De plus, a partir de Panalyse des cartes de fibrage ¢, (t) on sait qu'il existe t1,ty avec t; <

tmax (1) < ta que tyu € Ny tou € Ny et Jy(tiu) < Jy(tu) < Jy(tou). Ensuite, nous montrons que

up — u** est fortement en Xy. Si non, alors [lu™|y, < li}gn inf |lug|| x, Ainsi, pour {uz} € Ny on
— 00

a Jy(ug) > Jy(tug) pour tout t > t.x et

Itu™) =2 [[u| % — 7 [, Fo,u™)de — Mty [, Gla, u™)da
< Lm0 (2 [ug| %, — 41 [, F@, up)da — M5H [, G, up)de)
= limg o0 Sn(toug) < Jx(ug)
= inf Jy(u),

uEN,

ce qui est une contradiction. Par conséquent, u, — u** fortement dans X,. Cela implique
Ia(ug) — Jn(u™) = inf - Ji(u) comme k — oo

A savoir, u** est un minimiseur si J, sur N, y - En utilisant Lemme 4.2, u** est une solution de
(4.1).

Preuve ( théoréme 4.1) Dans les propositions 4.1 et 4.2 et le lemme 4.2, nous obtenons
que le probléme (4.1) a deux solutions u* € Ny et u** € Ny dans Xy. Depuis Ny NN = 0 alors

ces deux solutions sont distinctes. Ce qui termine la preuve. m

4.4 Lecascritique: 0<r<l<g=p!—-1

Dans cette section, nous examinons la multiplicité des solutions au probléme (4.1) pour le

n+2s

cas critique, c.-a-d. p = 2} — 1 = 222

Lemme 4.5 Il existe A\, > 0 tel que NY =0,V X € (0, \,)

o1
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Preuve La preuve est analogue a la preuve du lemme 4.3. m
Lemme 4.6 J, est coécitive et borné inférieurement dans Ny,V\ € (0, \,).

Preuve La preuve est analogue a la preuve du lemme 4.4. m

D’apres les lemmes 4.5 et 4.6, pour tout A € (0, \.) , nous savons que Ny, = Ny UN et J, est
coercitive et borné inférieurement dans un Ny et N; . Par conséquent, nous pouvons définir :
By =inf,ens Ja(u)
B; = infuej\f; I (u) .

Nous avons les résultats suivants.

Proposition 4.3 Soit {u;} C Xy une suite de (PS). pour J avec :

—-_n

n
* —_ p
c <25yt — MAv—rT.

Alors il existe une sous-suite de {uy} , qui converge fortement dans Xy, ot S, est défini dans

(4.10) et M est une constante positive donnée par

—(r+1) (p;kfrfl)p

M = <p—r—1> (mmn)ﬁll <n(p—r—1>+sp;p)f?£1 Syt Q| et (4.25)

p sp np

Preuve D’aprés le lemme 4.6, nous voyons que {ug} est borné dans Xy . alors {u;} admet
une sous suite toujours notée par {u} . Il existe uq, € Xy tel que up — uy, faiblement dans X,

c’est-a-dire :

/ )= ()"~ 0 (0) )G -0 1 70

o=y
Q
k_) /|uw($)_uw(y)pjiqi";(fl;suoo(y))(¢($)_¢(y))dilfdy,vqb c XO,

Q

De plus, par [9, lemme 9], nous avons que :
Up — Uy faiblement dans LP= (R™) | uy, — e dans L™ (R™), uy, — e, dans R™.
et par [4.Théoréme IV-9], il existe [ € L™ (R") tel que :

lug(x)] < lI(x) dans R",
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pour tout 1 < r+1 < pf — 1. Par conséquent, par théoréme 1.12, nous avons que :
Clug) — C(us),
Par lemme 1.2, nous obtenons :

Aug) = Aug — too) + A(uoo) + 0(1),

B(ug) = B(us) + / (F(z,up) — F(r,us)) d

(uk) — psB(uk) — A(r + 1)C(uy,)
(g — Uoo) + Altios) — PiB(Uoo)

A
A
+/ (F(x,ug) — F(z,us))dz — A(r + 1)C(ug) + o(1)

= <J/’\(uoo),uoo>xo + A(ug — ) — p;‘/(F(x,uk) — F(2,ux))dz + o(1),

Par (J} (too ), Uoo) x, = 0 €t (J3(ur), ur) x, . 0, nous avons :

Alug — too) — b,
Pt | (F(x,u) — F(7,us))dr — b. (4.26)
/

Si b =0, la preuve est terminée. En supposant que b > 0, selon la définition de S, dans (4.10),

P

PE

e — sl =S, /<<uk—uw><x>>iﬁdx 7
Q

De plus on a :

Ps
PE

p: / (F(z,u) — F(z,u00)) do < 7, |l — 1o
Q
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—_—
c’est-a-dire b > v, )" . D’autre part, nous avons :

k—o0

= lim (%A(uk — Uso) — %A(uoo) — B(uwo)

k—o0

¢ = lim (%A(Ul@) — B(uy) — )‘C(uk)>

—/ (F(x,ug) — F(z,us)) dr — AC(ug) | +o(1)

= JA(Uoo) + b(l — p%)

—n

> J)\('LLOO) + ’Yqu SE.

En supposant que ¢ < %’ﬁpg SPon a Jy(use) < 0. En particulier, uq, # 0,donc :

0 < Z—l)A(uoo) < B(teo) + AC (o).

Ensuite,
¢ = lim Jy(u) = lim (JA(uk) ~1 <J;(uk),uk>X0>
= i [ (2 - DB + [ (Flowm) - Plo,u) do)
Q
—A(p*;*)owk))
o e +/ (2, 1) — Fl2,u0)) da
Q

—A<%)C<um>)

> 2y S + 2 B(ug) — A (”‘;‘1) C(too)-
Posons :

1

H(us) =A== ) Cuc) —SP“B(UOO)

p
A=)l Ft) st
<Ar(”§;1+“ toe) = A (uso).

(4.27)

telle que : Ty = 7,5, © |Q| 5T . Posons 1 = A%(uoo), alors on définit la fonction h(7n) comme

suite :

h(p) = >\F2(1%71 + ﬂ);ﬂ“ — j%:,up.

n

54



Chapitre 4. La variété de Nehari pour le P-laplacien fractionnaire (—A);

Nous notons que h(n) atteint son maximum a

1
An(r+1)lp(2==% LR Z y\ Pl
o = o

et
h(n) < h(ny) = MG
Avec " 1)
r —(r+1 —r
M = <p,;,1> <n(;;1)>p,., (W’Tn—;ﬁspp)p = Syt ‘Q|§£ = 1)1132),
Donc,

—-n n

c > WSPSSES—M/\#.

Ensuite, nous obtenons une contradiction avec notre hypothése. Par conséquent, b = 0 et, nous

concluons que u; — Uy fortement en Xy. Ceci compléete la preuve. m

Proposition 4.4 I existe Ay > 0 et ug € Xy tel que

— 7L

supJ (tuo) SIS MATET VA € (0, M), (4.28)

t>0

En particulier

By <SP - MAFE
Ou la constante M dépend de q,n, s et ||, donnée par (4.25)

Preuve Soit \.. > 0 tel que —ny“ SI?“ MA7==1 > 0,YA € (0, A,.). Par la condition (4.11),
Jug € Xo\{0} telle que

In(tuo) < SUDT, p (tug) = Xt Cuo) < 57 S = M (). (4.29)
Soit .
t'r+lc(uO) 25(_1-(‘-1:;7‘)

avec M constante positive définit dans (4.25). Alors on définit

O (ug) < —MATEFT YA € (0, Ay )
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Ainsi, nous obtenons que (4.29) est vrai. Finalement, nous définissons Ay = min{\,, Mux, Asss } ;

par I'analyse des cartes fibrant ¢, (t) = Jy(tu),on obtient

—n

By < 47Ty — MAFG,
Pour A € (0, \2).
Preuve Dans les propositions 4.1 et 4.2, il existe deux suites {u; } et {u; } dans Xj telle que

Iuf) — By et Ji(u) — 0,

In(ug) — By et Ji(uz) — 0.

quand k& — oo.Nous observons que, & partir de l’analyse des cartes de fibrage ¢, (t), nous
avons Bj\r < 0. Similaire a la preuve de proposition 4.3 et 4.4 et théoréme 4.1, le probléme (4.1)
a deux solutions u; € Ny et uy € Ny dans Xy. Depuis Ny NN # (), alors ces deux solutions
sont distinctes. Ceci termine la preuve. m =

Conclusion

Dans ce mémoire nous avons utilisé la variété de Nehari et les carte de fibrage pour étudier la
multiplicité des solutions faibles de quelques problémes elliptiques fractionnaires avec condition
de Dirichlet homogeéne et la non-linéarité est une fonction concave-convexe ou bien des fonctions
homogeénes. Par conséquent, il est facile de faire des extensions sur des systémes fractionnaires,

ainsi que I’étudie du cas super-critique.
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