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Abstract
In this memory, we are interested in the existence and multiplicity of weak solutions of some

classes of semi-linear fractional elliptic equations subjected to homogeneous Dirichlet conditions

on the bord. The method used is that of the Nehari Manifold the Fibering method.

Key words : Fractionnary problems, Nehari manifold, Existence of solutions.



Résumé
Dans cette mémoire, nous nous intéressons à l�existence et la multiplicité des solutions faibles

de certaines classes d�équations elliptiques fractionnaires semi-linéaires soumises à des

conditions de Dirichlet homogènes sur le bord. La méthode utilisé est celui de la variété de

Nehari (Nehari Manifold) et de cartes de �brage (Fibering Method).

Mots clés : Problèmes fractionnaires, Variété de Nehari, Existence de solutions.



Introduction
Récemment, une grande attention a été accordée à l�étude des opérateurs fractionnaires et non

locaux de type elliptique, voir par exemple, [11,14-16,25] pour le cas sous-critique et [8,13,17,19]

pour le cas critique. Yu [25] a notamment utilisé la variété de Nehari pour établir l�existence

de solutions et de multiples solutions aux problèmes elliptiques impliquant la racine carrée du

laplacien. Brandle, E. Colorado et A. de Pablo [3] a étudié l�équation fractionnaire de Laplace im-

pliquant la non-linéarité concave-convexe pour le cas sous-critique. Les auteurs dans [3] ont utilisé

l�idée de l�extension s-harmonique introduite par Ca¤arelli et Silvestre [7], qui permet d�exprimer

les opérateurs fractionnaires (��)s sous la forme d�une condition de Dirichlet-Neumann.
L�objet de notre thèse est l�application de la méthode de Nehari pour étudier l�existence de

multiplicité de solutions d�une équation non linéaire elliptique fractionnaire le problème qu�on

considère s�insère dans la forme de problème générale :

��u(x) = f(x; u)

avec des conditions aux limites de Dirichlet homogène Pour aborder cette classe de problème,

on compte, aujourd�hui, trois di¤érentes classes d�approches. Les méthodes topologiques, les mé-

thodes variationnelles (pour les problèmes sous forme variationnelle) et les méthodes numériques

pour une approximation des solutions. Parmi les méthodes topologiques on retrouve la linéa-

risation (le théorème d�inversion locale, le théorème de point �xe, la méthode des sous et sur

solutions. Quant aux méthodes variationnelles leur principe est de passer d�une recherche de

solutions d�équation aux dérivées partielles à une recherche d�extrémums (points critiques) d�une

fonctionnelle J (dite fonctionnelle d�énergie)

DJ(u) = 0

Le tout en passant par la formulation variationnelle.

Pour la recherche de ces extrémums, on a la minimisation directe si la fonctionnelle d�énergie

est bornée inférieurement. on considéré une suite fung � X tq :

J(un) �! inf
X
J(u)

(Suite minimisante) et on essaie de trouver une sous suite convergente, ce qui assurera l�existence

d�une point critique de J:

Dans de nombreuses situations la fonctionnelle J est dé�nit aux sens qu�elle, n�est minoré



n�est majoré, ce qui oblige la recherche des valeurs critiques de J sous la forme

c = inf
N�
J(u):

Où N� est un sous ensemble de X; ce qui permis d�obtenir une suite fung � X;

J(un) �! c

J 0(un) �! 0:

Une telle suite est appelle suite de Palais-Smale de nivaux c pour J: L�information supplé-

mentaire J 0(un) �! 0; alors l�obtention d�un sous-suite convergente.

Cette thèse s�articule autour de quatre chapitres :

Chapitre 1 :contient l�espace fonctionnel que nous avons utilisé et des résultats Préliminaires
Chapitre 2 : la condition de Plais-Smale et exemple de suite de Plais-Smale de plus dé�nition

de point critique.

Chapitre 3 : on s�intéresse d�étudier la multiplicité de solution de problème elliptique frac-
tionnaire non linéaire avec opérateur non local avec condition de Dirichlet homogène et des

fonctions concave-convexe.

Chapitre 4 : est une généralisation de le troisième chapitre, plus précisément on s�intéresse
d�étudier La multiplicité de solution pour le P-Laplacien fractionnaire avec condition de Dirichlet

homogène et avec des fonctions inconnue homogènes.
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Chapitre 1. Préliminaire

1.1 Espaces de Sobolev

1.1.1 Espaces de Lebesgue Lp

Soit 
 un ouvert de RN

Dé�nition 1.1 [4]Soit p 2 RN ;alors :
Pour 1 � p < +1 on dé�nit :

Lp(
) =

8<:f : 
 �! RN ;mesurable et
Z



jf(x)jp dx < +1

9=;
C�est un espace vectoriel sur RN , on le muni de la norme :

kfkLp =

24Z



jf(x)jp dx

35 1
p

Pour p = +1;on dé�nit :

L1(
) =
�
f : 
 �! RN ;mesurable et 9c > 0 telle que jf(x)j � c p:p sur 


	
C�est un espace vectoriel sur RN , on le muni de la norme :

kfkL1(
) = inffc > 0 tq jf(x)j � c:p:p sur 
g

Notation 1.1 Soit 1 � p � +1, On désigne par p0 l�exposant conjugué de p i.e : 1
p
+ 1

p0 = 1:

Théorème 1.1 (Inégalité de Hölder) Soient f 2 Lp(
) et g 2 Lp
0
(
) avec 1 � p � +1:Alors

f:g 2 L1(
) et : Z



jf(x)g(x)j dx � kfkLp(
) kfkLp0 (
)

Théorème 1.2 Lp(
) est un espace de Banach pour tout 1 � p � +1:

Lp(
) est un espace séparable pour tout 1 � p < +1:

Lp(
) est un espace ré�exif pour tout 1 < p < +1:

Lp(
) est un espace uniformément convexe pour tout 1 < p < +1:

Proposition 1.1 Si 
 est de mesure �ni, et 1 � p1 � p2 � +1 alors :

Lp2(
) ,! Lp1(
)

8



Chapitre 1. Préliminaire

En particulier

L1(
) ,! Lp(
) ,! L1(
); 81 � p � +1:

1.1.2 Espaces de Sobolev Wm;p(
)

Soit 
 un ouvert de RN (N > 1) et soient m 2 N et p 2 [1;+1]

Dé�nition 1.2 On dé�nit l�espace de Sobolev classique Wm;p(
) par :

Wm;p(
) = fu 2 Lp(
); tq D�u 2 Lp(
);8 j�j � mg

avec � = (�1; �2; :::; �N) 2 NN et D� = @j�j

@
�1
x1
:::::::@

�N
xN

; j�j =
NX
i=1

�iD
� les dérivées au sens de

distributions, c-à-d :

hD�u; 'i = (�1)j�j hu;D�'i ;8' 2 D(
)

Wm;p(
) est un espace vectoriel sur R, on le muni de la norme :
Pour p 2 [1;+1[:

kukm;p =
�
kukpp + kD�ukpp

� 1
p

Pour p = +1 :

kuk1 = maxj�j�m kD�uk1

Cas particulier (p = 2)
Wm;2(
) (noté aussi Hm(
)) est un espace pré-hilbertien muni du produit scalaire

hu; viHm = hu; viL2(
) +
NX

j�j�m

hD�u;D�viL2(
) :

On a :hu; uiHm = kuk2Hm :

Théorème 1.3 Wm;p(
) est un espace de Banach pour tout 1 � p � +1:

Wm;p(
) est un espace séparable pour tout 1 � p < +1:

Wm;p(
) est un espace ré�exif pour tout 1 < p < +1:

Wm;p(
) est un espace uniformément convexe pour tout 1 < p < +1:

Wm;p(
) est un espace de Hilbert pour tout p = 2:

Dé�nition 1.3 On pose Wm;p
0 (
) = D(
) dans Wm;p(
):

Wm;p
0 (
) est un sous espace de Banach de Wm;p(
);en général Wm;p

0 (
) ( Wm;p(
):
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Chapitre 1. Préliminaire

Théorème 1.4 Soit p 2 [1;+1[ nous avons : D(RN) est dense dans Wm;p(RN) ; c-à-d :

Wm;p(RN) = Wm;p
0 (RN)

Dé�nition 1.4 Les entiers j � 0 étant donnés,on dé�nit la famille des espaces Cjb (RN) par :

Cjb (RN) = fu 2 Cj(RN)
��8 j�j � j;9K�;



D(�)u


 � K�g:

Les sous espaces Cj;�b (RN) ;où � est un réel strictement positif, sont constitués des fonctions
de Cjb (RN) telle que,si j�j � j ,alors :

9C�;�;8x; y 2 RN ;


D(�)u(x)�D(�)u(y)



 � C�;� jx� yj� :

1.1.3 Les injections de Sobolev

Théorème 1.5 [4] Soit 
 un ouvert de RN ,N � 2 qui est soit borné à frontière lipschitzienne.
1. Si 1 � p < N alors W 1;p(
) � Lp

�
(
); avec p� = Np

N�p , et l�injection est continue, c�est-

à-dire qu�il existe C > 0 (ne dépendant que de p, N et 
) tel que,8u 2 W 1;p(
); kukLp� �
C kukW 1;p ; ce qu�on note W 1;p(
) ,! Lp

�
(
);

on a en particulier

W 1;1(
) ,! L
N

N�1 (
):

Pour N = 1, le cas p = N est autorisé. On a donc aussi

W 1;1(
) ,! L1(
) si N = 1:

2. Si p > N , alors

W 1;p(
) � C0;1�
N
p (
) .

3. Dans le cas où 
 est borné à frontière lipschitzienne, W 1;N(
) ,! Lq(
);pour tout q tel

que 1 � q < +1(et le cas q = 1 est autorisé si N = 1). Ce résultat est faux dans le cas

où 
 = RNSi 
 est un ouvert borné sans hypothèse de régularité sur la frontière, les trois

assertions précédentes restent vraies si l�on remplace l�espace par l�espace W 1;p(
) par l�espace

W 1;p
0 (
):Lorsque 
 = RNon a les résultats suivant :
1. Si 1 � p < N alors W 1;p(
) � Lp

�
(
); avec p� = Np

N�p , et l�injection est continue, c�est-à-

dire qu�il existe C > 0 (ne dépendant que de p, N et 
 ) tel que

8u 2 W 1;p(
); kukLp� � C kukW 1;p ; ce qu�on note W 1;p(
) ,! Lp
�
(
);
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Chapitre 1. Préliminaire

on a en particulier

W 1;1(
) ,! L
N

N�1 (
):

Pour N = 1, le cas p = N est autorisé. On a donc aussi

W 1;1(
) ,! L1(
) si N = 1:

2. Si p > N , alors

W 1;p(
) � C0;1�
N
p (
) .

3. Dans le cas où 
 est borné à frontière lipschitzienne, W 1;N(
) ,! Lq(
);pour tout q tel

que 1 � q < +1(et le cas q = 1 est autorisé si N = 1). Ce résultat est faux dans le cas

où 
 = RNSi 
 est un ouvert borné sans hypothèse de régularité sur la frontière, les trois

assertions précédentes restent vraies si l�on remplace l�espace par l�espace W 1;p(
) par l�espace

W 1;p
0 (
) Lorsque 
 = RNon a les résultats suivant :

Théorème 1.6 Pour 1 � p < +1 et m 2 N nous avons :
1) Si N > mp alors pour tout q satisfait :p � q � Np

N�mp nous avons :

Wm;p(RN) ,! Lq(RN)

Plus précisément dans les conditions données, il existe une constante C telle que :

8u 2 Wm;p(RN); kukLq(RN ) � C kukWm;p(RN )

2) Pour p = 1 nous avons :

WN;1(RN) ,! Cb(RN)

3) Si N = mp et p > 1, alors pour tout q satisfait p � q � +1 nous avons :

Wm;p(RN) ,! Lq(RN)

4) Si p > N , alors nous avons :

0 < � � 1� N
p
=) W 1;p(RN) ,! C0;�b (RN)

5) Si mp > N , alors nous avons :

Wm;p(RN) ,! L1(RN) \ C(RN)

11



Chapitre 1. Préliminaire

Plus précisément :

* Si N
p
=2 N;et j satisfait (j � 1)p < N < jp, alors :

0 < � � j � N
p
=) Wm;p(RN) ,! Cm�j;�b (RN)

* Si N
p
2 N;et m � j = N

p
+ 1, alors :

0 < � � j � N
p
=) Wm;p(RN) ,! C

m�N
p
�1;�

b (RN) ;8� < 1:

1.2 Espaces de Sobolev fractionnaires

1.2.1 Espaces de Sobolev W s;p(
) : 0 < s < 1

Dé�nition 1.5 [14] Soit 
 un ouvert de Rn, et soient s 2 (0; 1) et p 2 [1;+1[, on dé�nit
l�espace de Sobolev fractionnaire W s;p(
) par :

W s;p(
) :=
n
u 2 L p(
) avec

R



R


ju(x)�u(y)jp

jx�yjn+ps dxdy < +1
o

C�est un espace vectoriel, on le muni par la norme :

jjujjW s;p(
) = (
R


jujp dx+

R



R


ju(x)�u(y)jp

jx�yjn+ps dxdy)
1
p

le terme

[u]W s;p(
) =
�R




R


ju(x)�u(y)jp

jx�yjn+ps dxdy
� 1
p

est appelé Gagliardo semi norme de u.

Théorème 1.7 Soit 
 un ouvert de Rn, et soient s 2 (0; 1) et p 2 [1;+1[ nous avons alors :

- W s;p(
) est un espace de Banach 1 � p � +1 :

- W s;p(
) est un espace séparable, et de Banach pour tout 1 � p < +1
- W s;p(
) est un espace ré�exif pour tout 1 < p < +1.
- W s;p(
) est un espace uniformément convexe pour tout 1 < p < +1
- W s;p(
) est un espace de Hilbert pour tout p = 2:

En particulier , p = 2 , W s;2(
) = Hs(
) La proposition qui suit permet de montrer que

les espaces Hs coïncident dans le cas de Rn avec les espaces W s; 2 dont la dé�nition est donnée

dans la section suivante

Proposition 1.2 Soit s 2 (0; 1) Alors u 2 Hs(Rn) si et seulement si :

12



Chapitre 1. Préliminaire

u 2 L 2(Rn) et
R
Rn
R
Rn

ju(x)�u(y)j2

jx�yjn+2s dxdy < +1

Proposition 1.3 L�espaceW s; p(
) est de type local, c�est-à-dire que pour tout u, dansW s; p(
).

et pour tout ' 2 D(
) le produit 'u appartient à W s;p(
).

Proposition 1.4 On suppose que 
 = Rn; alors D(Rn) est dense dans W s;p(Rn).

1.2.2 Injections de Sobolev fractionnaires 0 < s < 1

1.2.2.1 Injections continues

Théorème 1.8 Soit s 2 (0; 1) et p 2 [1;+1[ tel que sp < n. Alors il existe un constant positive

C = C(n; s; p) tel que : pour toute fonction mesurable à support compact u : Rn ! R nous avons :

jjujjLp�s (Rn) � C jjujjW s;p(Rn)

avec p�s =
np
n�sp exposant critique fractionnaire i,e :

W s;p(Rn) ,! Lp
�
s(Rn)

Corollaire 1.1 Soit s 2 (0; 1) et p 2 [1;+1[ tel que sp < n. Alors il existe un constant positive

C = C(n; s; p) tel que :

pour tout fonction mesurable à support compact u : Rn ! R nous avons :

jjujjLq(Rn) � C jjujjW s; p(Rn) ;8q 2 [p; p�s]

avec p�s =
np
n�sp i.e :

W s; p(Rn) ,! Lq(Rn);8q 2 [p; p�s]

Nous notons que lorsque sp! n l�exposant critique p�s ! +1 donc il n�est pas des surprise dans

ce cas, si u 2 W s;p alors u 2 Lq pour n�importe quel q.

Théorème 1.9 Soit s 2 (0; 1) et p 2 [1;+1[ tel que sp = n. Alors il existe un constant positive

C = C(n; s; p) tel que :

jjujjLq(Rn) � C jjujjW s; p(Rn) ;8q 2 [p;+1[

i.e

W s; p(Rn) ,! Lq(Rn);8q 2 [p;+1[

13



Chapitre 1. Préliminaire

Théorème 1.10 Soit s 2 (0; 1) et p 2 [1;+1[ tel que sp < n. Alors il existe un constant positive

C = C(n; s; p;
) 8u 2 W s; p(Rn)

jjujj
C
0;n� s

p (Rn)
� C jjujjW s;p(Rn)

i.e

W s; p(Rn) ,! L1(Rn)

plus précisément

W s; p(Rn) ,! C
0;n� s

p

b (Rn)

1.2.2.2 Injections compacts

Théorème 1.11 Soit 
 un ouvert borné de Rn. qui est lipschitzien Soit s 2 (0; 1); p > 1; n �
1; Alors nous avons :

- Si sp < n alors W s;p(
) ,! Lq(
) est compact 8q < p�s =
np
n�sp

- Si sp = n alors W s;p(
) ,! Lq(
) est compact 8q < +1
- Si sp > n alors W s;p(
) ,! C0;�b (
) est compact 8� < s� n

p

1.3 Critères de convergence

Lemme 1.1 (convergence faible) [12] Soient 1 � p < +1 et (fn)n une suite bornée dans

Lp(
) converge p.p. vers f . Alors fn converge faiblement vers f dans Lp(
).

Théorème 1.12 (convergence dominée de Lebesgue) Soit (fn) une suite des fonctions de
L1(
) qui converge p.p vers une fonction mesurable f . On suppose qu�il existe g 2 L1(
) telle

que jfn(x)j � g(x) p.p sur 
 . Alors f 2 L1(
) et on a :

R


fn(x)dx !

R


f(x)dx

Lemme 1.2 (Brezis-Lieb) Soient 1 � p < +1 et (fn)n une suite bornée de

fonctions de Lp(
) converge p.p. vers f . Alors f 2 Lp(
) et :

kfkpp = lim
n!+1

�
kfnkpp � kf � fnkpp

�
:

Lemme 1.3 soit E un espace ré�exif, alors toute suite bornée de E admet une sous-suite fai-

blement convergente.
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Chapitre 1. Préliminaire

1.4 Dérivations au sens de Gâteaux et au sens de Fréchet

Lemme 1.4 Soit X est un espace de Banach et 
 un ouvert non vide de X .on note X0 le dual
topologique de X c�est a dire l�espace des formes linéaires continues surX. Nous noterons par

h:; :i le produit dans la dualité entre X 0 et X .

Dé�nition 1.6 [4]on dit qu�une fonctionnelle J : 
 ! R est di¤érentiable au sens de Gâteaux
en u 2 
 de dérivée g(u) 2 X 0si, pour tout h 2 X:

lim
t!0

1
t
[J(u+ th)� J(u)� hg(u); thi] = 0

Dé�nition 1.7 La fonctionnelle J : 
 ! R est di¤érentiable au sens de Fréchet (ou tout

simplement di¤érentiable ) en u 2 
 de di¤érentielle dJ(u) 2 X 0 si

lim
khk!0

1
khk [J(u+ h)� J(u)� hdJ(u); hi] = 0

Il est clair que tout fonctionnelle Fréchet-di¤érentiable est continue et Gâteaux di¤érentiable.

1.5 Fonctionnelles minimisantes

Dé�nition 1.8 [4] Soit J dé�nit sur X ;à valeur dans R: Elle est dite semi-continue inférieu-
rement (s.c.i) en x si, pour toute suite fxng telle que xn converge vers x ,on a :

J(x) � lim
n!1

J(xn)

On dit que J dé�nit sur X est s.c.i si elle s.c.i en tout point de X:

Dé�nition 1.9 On appelle suite minimisante de J dans X une suite (un)n2N d�éléments de

X telle que :
lim
n�!1

J(un) = inf
x2X

J(u)

Théorème 1.13 (Multiplicateur de Lagrange) [12] Soit f et g deux fonctions de Rpdans
R de classe C1 telle que rg 6= 0 sur l�ensemble S dé�ni par g = C; Alors si f admet un

minimiseur x0 donc il existe � 2 R telle que :rf(x0) = �rg(x0):

15



CHAPITRE

2

Points critiques et conditions de Palais-Smale

����������������������������������
1- Pourquoi rechercher des points critiques ?
2- La condition de Palais-Smale.
����������������������������������

16



Chapitre 2. Points critiques et conditions de Palais-Smale

Nous revenons aux problèmes non linéaires, vus sous l�angle du calcul des variations, non

seulement en minimisant une fonctionnelle associée au problème, mais aussi en recherchant les

points critiques. On rappelle que si J : V ! R est une fonctionnelle dé�nie sur un espace de
Banach V di¤érentiable au sens de Fréchet, un point critique de J est un élément u de V qui

annule la di¤érentielle DJ de J et un point régulier de J est un point u tel que DJ(u) 6= 0.

Une valeur critique de J est un nombre réel c tel qu�il existe u 2 V point critique de J tel que

J(u) = c. Une valeur qui n�est pas critique est appelée valeur régulière de J . Naturellement,

un point de minimum pour une telle fonctionnelle est un point critique, mais il peut y en avoir

d�autres. En�n, pour montrer l�existence d�un point critique, il su¢ t trouver une valeur critique.

2.1 Pourquoi rechercher des points critiques ?

étant donnés 
 un ouvert borné de Rn et f une fonction de C0(R) \ L1(R), une fonction
u 2 H1

0 (
) telle que ��u = f(u) au sens de D0(
). Soit F la primitive de f sur R qui s�annule
en 0. Il est clair que

jF (t)j � jtj kfkL1(R) :

Associons à ce problème la fonctionnelle

J(u) =
1

2

Z



jruj2 dx�
Z



F (u)dx: (2.1)

Proposition 2.1 La fonctionnelle J est bien dé�nie et de classe C1 sur H1
0 (
). Sa di¤érentielle

est donnée par

hDJ(u); vi =
Z



ru:rvdx�
Z



f(u)vdx: (2.2)

pour tout v 2 H1
0 (
):

2.2 La condition de Palais-Smale :

Quand nous avons minimisé une fonctionnelle du calcul des variations, un ingrédient essentiel

a été la compacité relative (pour une certaine topologie) des suites minimisantes. La condition

de Palais-Smale joue un rôle assez semblable pour des suites sur lesquelles la fonctionnelle prend

des valeurs tendant vers une valeur critique potentielle, et pas seulement vers la borne inférieure.

C�est une condition apriori, à véri�er au cas par cas sur chaque fonctionnelle, indépendamment de

l�existence ou non de valeurs critiques. Elle sera par contre un ingrédient essentiel pour montrer

cette existence dans un certain nombre de cas.
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Dé�nition 2.1 Soit V un espace de Banach et J : V ! R de classe C1. On dit que J véri�e la
condition de Palais-Smale (au niveau c) si pour toute suite un de V telle que

J(un)! c dans R et DJ(un)! 0 dans V 0

on peut extraire une sous-suite convergente.

Voici un exemple plus intéressant dans le contexte des EDP. Soit 
 un ouvert de Rn borné et
régulier et l�opérateur qui à f 2 H1

0 (
) associe la solution u 2 H1
0 (
) de ��u = f , c�est-à-dire

T = (��)�1 en raison de la régularité elliptique u 2 H3(
) et le théorème de Rellich-Kondra�ov

implique que cet opérateur est compact (ce qui reste d�ailleurs vrai sans hypothèse de régularité

sur l�ouvert). Par ailleurs

hTu; vi =
Z



rTu:rvdx =
Z



uvdx = hv; Tui

par la caractérisation variationnelle de ce problème aux limites, donc T est autoadjoint positif

sur H1
0 (
). La théorie des opérateurs auto-adjoints compacts dans un espace de Hilbert permet

donc de dire que son spectre est formé de 0 et d�une suite de valeurs propres de multiplicité �nie

qui tend vers 0. Comme T est positif, les valeurs propres sont positives. On voit donc qu�il existe

une suite �k > 0 qui tend vers +1 telle que pour � 6= �k, l�opérateur

T� = (��)�1 � 1
�
Id est un isomorphisme de H1

0 (
) .

Proposition 2.2 Pour tout f 2 L2(
); la fonctionnelle sur H1
0 (
)

J(u) =
1

2

Z



(jruj2 � �u2)dx�
Z



fudx

satisfait la condition de Palais-Smale (pour tout niveau c) si � 6= �k et ne la satisfait pas si � = �k.

Preuve Contrairement à l�habitude et de façon exceptionnelle, on va identi�er le dual de
H1
0 (
) avec H

1
0 (
) lui-même par l�intermédiaire du produit scalaire (et non avec H

�1(
) ). On a

hDJ(u); vi =
Z



(ru:rv � �uv)dx�
Z



fuvdx

c�est-à-dire que DJ(u) 2 H1
0 (
) est l�unique solution du problème variationnelZ




r(DJ(u)):rvdx =
Z



(ru:rv � �uv)dx�
Z



fuvdx
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pour tout v 2 H1
0 (
), soit en d�autres termes

��(DJ(u)) = ��u� �u� f

soit encore

DJ(u) = u� �(��)�1u� (��)�1f 2 H1
0 (
)

Donnons-nous une suite un telle que DJ(un) ! 0 dans H1
0 (
) quand n ! +1 (l�autre

condition ne joue aucun rôle). Pour � 6= 0; � 6= �k pour tout k, on a donc

DJ(un) = ��
�
(��)�1un �

1

�
un

�
� (��)�1f = ��T�un � (��)�1f

Comme T� on a vu que est un isomorphisme, il vient

un = �
1

�
T�1�

�
DJ(un) + (��)�1 f

�
! �1

�
T�1� ((��)�1 f) quand n! +1

et la condition de Palais-Smale est satisfaite. Pour � = 0, on a DJ(un) + (��)�1 f !
(��)�1 f , d�où Palais-Smale également.
Supposons maintenant que � = �k pour un certain k et traitons le cas f = 0. Il existe une

fonction propre associée 'k 2 H1
0 (
) non nulle telle que ��'k = �k'k La suite un = n'k est

telle que J(un) = 0; DJ(un) = 0,

mais elle ne contient certainement aucune sous-suite convergente.

Remarque 2.1 Notons que dès que � > �1, la fonctionnelle J n�est pas bornée inférieurement

sur H1
0 (
) (considérer la suite n'1). Cela ne l�empêche pas de satisfaire la condition de Palais-

Smale.

Passons à un exemple encore plus intéressant car nettement moins linéaire que le précédent.

Proposition 2.3 Soit 
 un ouvert borné de Rn et 1 < p < n+2
n�2 pour n � 3 et 1 < p < +1 pour

n � 2. Alors la fonctionnelle sur H1
0 (
) :

J(u) =
1

2

Z



jruj2 dx+ 1

p+ 1

Z



jujp+1 dx

satisfait la condition de Palais-Smale (pour tout niveau c).

Preuve Sous les hypothèses faites sur p, on a p + 1 < 2�, l�exposant critique de Sobolev

(2� = 2n
n�2pour n � 3), donc H1

0 (
) ,! Lp+1 (
) et la fonctionnelle est bien dé�nie sur H1
0 (
)
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on montre à l�aide d�arguments semblables à ceux déjà vus précédemment qu�elle est en fait de

classe C1 avec

hDJ(u); vi =
Z



ru:rvdx+
Z



jujp�1 uvdx

soit en identi�ant le dual de H1
0 (
) avec H

�1
0 (
), comme d�habitude cette fois-ci,

DJ(u) = ��u+ jujp�1 u

Donnons-nous une suite un telle que J(un)! c et DJ(un) = 0 dans H�1
0 (
) quand n! +1.

Comme un appartient à H1
0 (
), on a

hDJ(un); uni =
Z



jrunj2 dx+
Z



junjp+1 dx = (p+ 1)J(un)�
p� 1
2

Z



jrunj2 dx

Or, par dé�nition de la norme duale, on a

jhDJ(un); unij � kDJ(un)kH�1(
) krunkL2(
)

On en déduit donc l�estimation

p� 1
2
krunk2

L2(
)
� (p+ 1)J(un) + kDJ(un)kH�1(
)krunkL2(
)

On voit donc que pour n assez grand pour que J(un) � c + 1 et kDJ(un)kH�1(
) � 1, la

quantité Xn = krunkL2(
) satisfait l�inégalité

p� 1
2

X2
n �Xn � (p+ 1)(c+ 1) � 0

Comme p � 1 > 0, on en déduit que Xn est bornée indépendamment de n, c�est à-dire que

un est bornée dans. Comme p+ 1 < 2� , l�injection de Sobolev

H1
0 (
) ,! Lp+1 (
) est compacte. On peut donc extraire une sous-suite (toujours notée un)

et trouver un u 2 H1
0 (
) tels que

un ! u dans H1
0 (
) et un ! u dans Lp+1 (
)

Notant que si v 2 Lp+1(
), on a trivialement jvjp 2 L
p+1
p (
), et raisonnant comme pour la

démonstration du théorème de Carathéodory, on s�aperçoit que

junjp�1 un ! jujp�1 u dans L
p+1
p (
)
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Or l�exposant conjugué de p+1 n�est autre que p+1
p
et comme H1

0 (
) � Lp+1(
) par dualité,

il vient L
p+1
p (
) ,! H�1 (
). Finalement on a obtenu que

��un = DJ(un)� junjp�1 un ! jujp�1 u dans H�1 (
)

On a déjà noté que (��)�1est un isomorphisme de H�1 (
) sur H1
0 (
) ce qui montre que

un ! (��)�1(� jujp�1 u) dans H1
0 (
)

et la condition de Palais-Smale est satisfaite

Théorème 2.1 Soit J une fonctionnelle de classe C1 sur un espace de Banach V minorée et

satisfaisant la condition de Palais-Smale. Alors J atteint son minimum.
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Chapitre 3. La variété de Nehari pour les opérateurs elliptiques non
locaux avec fonction concave-convexe

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la multiplicité de solutions de problème au limite par l�opé-

rateur non local (
�Lku(x) = �uq + up; u > 0 dans 


u = 0; sur Rnn

; (3.1)

où 
 est un ensemble régulière dans Rn, n > 2s avec s 2 (0; 1), � est un paramètre positif,
les exposants p et q satisfaisant 0 < q < 1 < p � 2�s � 1 avec 2�s = 2n

n�2s(n > 2s);l�exposant

fractionnaire de Sobolev et Lk est un opérateur de type fractionnaire non local dé�ni comme
suit :

�Lku(x) = 1
2

Z
Rn

(u(x+ y) + u(x� y)� 2u(x))K(y)dy; x 2 Rn : (3.2)

Ici, K : Rn n f0g �! (0;+1) est une fonction véri�ant les propriétés suivantes :


K(x) 2 L1(Rn) avec 
(x) = minfjxj2 ; 1g;
9� > 0;8K(x) � � jxj�(n+2s) 8x 2 Rnnf0g;
K(x) = K(�x);8x 2 Rn n f0g;

: (3.3)

Un exemple typique pour K est donné par K(x) = jxj�(n+2s) :Dans ce cas, le problème, (3.1)
devient : (

(��)su(x) = �uq + up; u > 0 dans 


u = 0; sur Rnn

; (3.4)

où �(��)s est l�opérateur fractionnaire de Laplace, qui peut être dé�ni comme suit :

�(��)su(x) = 1
2

Z
Rn

(u(x+y)+u(x�y)�2u(x))
jyjn+2s dy; x 2 Rn : (3.5)

Le but de cet chapitre était d�étudier la multiplicité de solutions aux problèmes (3.1) et (3.4)

pour le cas sous-critique et le cas critique. En d�autres termes, nous utiliserons la méthode de

variété de Nehari pour obtenir la multiplicité des solutions aux problèmes (3.1) et (3.4) dans les

deux cas suivants :

- Cas sous-critique: 0 < q < 1; 1 < p < 2�s � 1;
- Cas critique :0 < q < 1; p = 2�s � 1:
Dans les problèmes (3.1) et (3.4), le paramètre s 2 (0; 1) est �xé et l�ensemble 
 � Rn ouvert

de frontière lipschitzienne ,(n > 2s) .La condition homogène de Dirichlet u = 0 dans @
 est

remplacée par la condition que la fonction u est nulle dans Rn n 
, conformément au caractère
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non local de l�opérateur LK . Les problèmes (3.1) et (3.4) ont une structure variationnelle et les
solutions peuvent être des points critique d�une fonctionnelle d�énergie associée sur un espace

approprié. Pour étudier les problèmes (3.1) et (3.4), en considérant aussi que dans la norme

kukHs(Rn) :

Nous allons introduire l�espace fonctionnel que nous allons utiliser dans ce qui suit, qui a été

introduit dans [15] par Servadei et Valdinoci. Nous introduisons cet espace comme suit

X =
n
u : Rn �! R fonction mesurable, u j
 2 L2(
) et (u(x)� u(y))

p
K(x� y) 2 L2(Q; dxdy)

o
:

(3.6)

Avec Q = R2nn(C
 � C
) avec C
 = Rnn
: L�espace X menu de la norme dé�nit comme

suite :

kukX =

0@kuk2L2(
) + Z
Q

ju(x)� u(y)j2K(x� y)dxdy

1A 1
2

: (3.7)

Et en dé�nit l�espace

X0 = fu 2 X : u = 0 p.p dans Rnn
g : (3.8)

Avec la norme

kukX0 =

0@Z
Q

ju(x)� u(y)j2K(x� y)dxdy

1A1�2

: (3.9)

X0 est un espace de Hilbert, alors on dé�nit le produit scalaire :

hu; viX0 =

Z
Q

(u(x)� u(y))(v(x)� v(y))K(x� y)dxdy: : (3.10)

Pour cela, voir [15, lemme 7]. Pour plus de détails sur X et X0 ainsi que pour leurs propriétés,

nous renvoyons à [10].

Remarque 3.1 (i) Selon les conditions de K, de [14, lemme 11], nous savons que C20(
) � X0,

et ainsi de suite X et X0 ne sont pas vides. De plus, X � Hs(
) et X0 � Hs(Rn), où Hs(
)

l�espace usuelle de Sobolev fractionnaire menu de la norme (dite norme de Gagliardo).

kgkHs(
) = kgkL2(
) +

0@Z

�


jg(x)�g(y)j2

jx�yjn+2s dxdy

1A 1
2

: (3.11)
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(ii) L�injection de X0 ,! L2
�
s(
) est continue où 2�s =

2n
n�2s .

Dé�nition 3.1 Nous dirons que u est une solution faible du problème (3.1), si u satisfait la
formulation variationnelle :

On multiple (3.1) par une fonction � 2 X0 et on intégré sur 
 on obtient :Z
Q

(u(x)� u(y))(�(x)� �(y))k(x� y)dxdy =

Z



(�uq+ + up+)�(x)dx : (3.12)

Telle que u+ = maxfu; 0g:
Chaque solution faible de (3.1) est dans L1(
) d�après les résultats de [20, proposition 9] ou

de [21,Théorème 3.1]. Le fait que u soit une solution faible équivaut à être un point critique de

la fonctionnel suivante :

J�(u) = IK;p(u)� I�(u) : (3.13)

Avec

IK;p(u) = 1
2

Z
Q

ju(x)� u(y)j2K(x� y)dxdy � 1
p+1

Z



up+1+ (x)dx;

I�(u) = �
q+1

Z



uq+1+ (x)dx:

: (3.14)

On peut voir que J� 2 C1(X0;R) et

hJ 0�(u); 'iX0 =

Z
Q

(u(x)� u(y))(�(x)� �(y))k(x� y)dxdy � �

Z



uq+�(x)dx�
Z



up+�(x)dx :

(3.15)

Notre premier résultat concerne le cas sous-critique.

Théorème 3.1 Soit s 2 (0; 1), n > 2s et 
 un ensemble ouvert borné de Rn avec frontière
Lipschitzien . Laisser K être une fonction satisfaisant les conditions (3.3), si 0 < q < 1, 1 <

p < 2�s� 1, alors il existe �1 > 0, tel que pour tout � 2 (0; �1), le problème (3.1) admet au moins
deux solutions.

Pour le cas critique, depuis l�injection de X0 ,! L2
�
s(Rn) (ou, dans le cas du laplacien

fractionnaire, Hs(Rn) ,! L2
�
s(Rn) n�est pas compact, la fonctionnelle d�énergie ne satisfait

pas le Palais - Smalle globalement, mais il est vrais pour la fonctionnelle d�énergie dans une

plage appropriée liée à la meilleure constante fractionnaire critique de Sobolev dans l�injection

X0 ,! L2
�
s(
):Pour cela, on dé�nie la meilleure constante fractionnaire critique de Sobolev SK
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comme suite :
SK = inf

v2X0nf0g

kvk2X0
kvk2

L2
�
s

;8v 2 X0�f0g : (3.16)

Théorème 3.2 Soit s 2 (0; 1); n > 2s et 
 un ensemble ouvert borné de Rn avec frontière
Lipschitzienne. soit K soit une fonction satisfaisant les conditions (3.3), si 0 < q < 1; p = 2�s�1,
supposons que il existe u0 2 X0nf0g avec u0 > 0. dans Rn, tel que :

sup IK;2�s(tu0) � s
n
S

n
2s
K

: (3.17)

IK;2�s est donné par (3.14). Alors, il existe �2 > 0, tel que pour � 2 (0; �2) le problème (3.1)
admet aux moins deux solutions.

Remarque 3.2 Lorsque K(x) = jxj�(n+2s) ;Lk est un laplacien fractionnaire �(��)s, la condi-
tion (1.17) peut être garantis par les résultats de [17, Section 4.2], ou [2, Lemme 2.11].

Remarque 3.3 Lorsque s = 1, le problème (3.4) se réduit à une équation di¤érentielle partielle
de Laplace semi-linéaire standard. Plus précisément(

(��)su(x) = �uq + up; u > 0 dans 
;

u = 0; sur Rn n 
;
: (3.18)

Où 
 est un domaine lié dans Rn (n > 2), 0 < q < 1; 1 < p < n+2
n�2 et � > 0 est un paramètre.

Ambrosetti �Brezis �Cerami [1] a étudié le problème (3.18). Ils ont établi qu�il existe �0 > 0
tel que le problème (3.18) admet au moins deux solutions pour � 2 (0; �0) et une solution pour
� = �0 et aucun solution pour � > �0. Il existe des résultats pour l�équation elliptique impliquant

des non-linéarités concaves-convexes, voir par exemple [5,6,23,24,26] et les références qui y
�gurent.

Ce chapitre est organisé comme suit : À la Sect. 2, nous donnons quelques notations et

préliminaires sur Nehari cartes multiples et �brantes. À la Sect. 3, nous considérons le cas sous-

critique pour les opérateurs elliptiques non locaux LK et donner la preuve du théorème 3.1. À
la Sect. 4, nous traitons le cas critique et prouvons le théorème 3.2.

3.2 Quelques résultats préliminaires

Nous examinerons les points critiques de la fonctionnelle J� sur l�espace Hilbert X0. Nous

dénotons la variété de Nehari par :

N� = fu 2 X0nf0g : hJ 0�(u); uiX0 = 0g : (3.19)
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h; iX0 est le produit scalaire sur X0 donné par (3.10). Il est clair que tous les points critiques

de J� doivent se trouver sur N�qu�il est un ensemble beaucoup plus petite que X0 . Il est donc

facile d�étudier la fonctionnalité de J� sur N�. On dite que u 2 N� si et seulement si

jjujj2X0 � �
R


uq+1+ (x)dx�

R


up+1+ (x)dx = 0 : (3.20)

La variété de Nehari N� est liée au comportement de la fonction de la forme 'u : t !
J�(tu) pour t > 0 dé�ni par :

'u(t) = t2

2
jjujj2X0 � � t

q+1

q+1

R


uq+1+ (x)dx� tp+1

p+1

R


up+1+ (x)dx : (3.21)

Ces cartes sont appelées cartes de �brage et ont été introduites par Drabek et Pohozaev dans

[9] et sont également discuté par Brown et Zhang [6], Brown et Wu [5].

Lemme 3.1 Soit u 2 X0nf0g; tu 2 N� si et seulement si '0u(t) = 0:

Preuve Le résultat est une conséquence du fait que :

'0u(t) = hJ 0�(tu); uiX0 = 1
t
hJ 0�(tu); tuiX0 : (3.22)

Ainsi, les éléments de N� correspondent aux points stationnaires des applications 'u On

remarque que

'0u(t) = t jjujj2X0 � �tq
R


uq+1+ (x)dx� tp

R


up+1+ (x)dx : (3.23)

'00u(t) = jjujj2X0 � q�tq�1
R


uq+1+ (x)dx� ptp�1

R


up+1+ (x)dx : (3.24)

D�après lemme 3.1, u 2 N� si et seulement si '0u(1) = 0 Par conséquent, pour u 2 N� , par

(3.20) nous obtenons :

'00u(1) = jjujj2X0 � q�
R


uq+1+ (x)dx� p

R


up+1+ (x)dx

= (1� p)
R


up+1+ (x)dx+ �(1� q)

R


uq+1+ (x)dx

= (1� q) jjujj2X0 � (p� q)
R


up+1+ (x)dx

= (1� p) jjujj2X0 + �(p� q)
R


uq+1+ (x)dx

: (3.25)

Il est donc naturel de scinder N� en trois parties correspondant aux minima locaux, aux

maxima locaux et aux points d�in�exion, c�est-à-dire

N+
� = fu 2 N� : '

00
u(1) > 0 g :

N�
� = fu 2 N� : '

00
u(1) < 0 g :

N 0
� = fu 2 N� : '

00
u(1) = 0 g :
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Nous allons prouver l�existence de solutions au problème (3.1) en recherchant l�existence de

minimiseurs de fonctionnel J� sur N�. Bien que N� soit un petit sous-ensemble de X0, nous

verrons que les minimiseurs locaux sur N�. Nous avons les résultats suivant

Lemme 3.2 Supposons que u0 soit un minimiseur local de J� sur N� et u0 =2 N 0
� ,Alors u0 est

un point critique de J�:

Preuve Si u0 minimiseur local de J� sur N� et ;alors u0 est un solution de problème d�opti-

misation suivant : (
min J�(u) = J�(u0)


(u0) = 0
:

telle que : 
(u) = jjujj2X0 � �
R


uq+1+ (x)dx �

R


up+1+ (x)dx:D�après théorème 1.13, 9� 2

R tq : J 0(u0) = �
0(u0); alors

hJ 0(u0); u0iX0 = �h
0(u0); u0iX0 : (3.26)

On a u0 2 N� alors hJ 0(u0); u0iX0 = 0;donc : jju0jj2X0 = �
R


uq+10+ (x)dx +

R


up+10+ (x)dx; de

plus :

h
0(u0); u0iX0 = jju0jj2X0 � q�
R q+1



up+10+ (x)dx� p
R


up+10+ (x)dx:

On a u0 =2 N 0
� , '00u0(1) 6= 0 , h 
0(u0); u0iX0 6= 0 ; alors d�après (3.26), � = 0 donc on

obtient la résultat.

Pour comprendre les cartes de �brage de la variété de Nehari,considérons la fonction  u :

R+ ! R dé�ni par :

 u(t) = t1�q jjujj2X0 � tp�q
R


up+1+ (x)dx:

Il est clair que pour t > 0, tu 2 N� si et seulement si

 u(t) = �
R


uq+1+ (x)dx: (3.27)

de plus

 0u(t) = (1� q)t�q jjujj2X0 � (p� q)tp�q�1
R


up+1+ (x)dx: (3.28)

et ainsi, nous pouvons voir que si tu 2 N� , alors :

tq 0u(t) = '00u(t): (3.29)

Par conséquent, tu 2 N+
� (ou N�

� ) si et seulement si  
0
u(t) > 0(ou  

0
u(t) � 0)
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Supposons u 2 X0 et u+ 6� 0. À partir de (3.28),  u véri�e les propriétés suivantes :
(a)  ua un point critique unique à

t = tmax(u) =

�
(1�q)jjujj2X0

(p�q)
R

 u

p+1
+ (x)dx

� 1
1�p

> 0:

(b)  u strictement croissantes sur (0; tmax(u)) et strictement decroissance sur (tmax(u);+1):
(c) lim

t!1
 u(t) = �1:

De plus,
R


uq+1+ (x)dx > 0:

�
R


uq+1+ (x)dx >  u(tmax(u)) =

h
(1�q
p�q )

1�q
p�1 � (1�q

p�q )
p�q
p�1

i jjujj
2(p�q)
p�1

X0

(
R

 u

p+1
+ (x)dx)

1�q
p�1

(3.30)

De plus, parmi (3.23) et (3.27) et si � satisfait (3.30), alors '0u(t) > 0:Il est claire que

('0u(t) < 0) lorsque � est grand.

Par conséquent tu 2 N�, pour tout t > 0. Par contre, si � satisfait

0 < �
R


uq+1+ (x)dx <  u(tmax(u)) : (3.31)

Alors il existes t1 et t2 avec t1 < tmax < t2, tel que :

 u(t1) =  u(t2) = �
R


uq+1+ (x)dx et  0u(t1) > 0;  

0
u(t2) < 0:

(3.23) et (3.27) implique que '0u(t1) = '0u(t2) = 0. Par (3.29), nous avons que '00u(t1) >

0; '00u(t2) < 0.Ces faits impliquent que la carte de �brage 'u a un minimum local à t1 et un

maximum local à t2 tel que t1u 2 N+
� et t2u 2 N�

� On peut voir les graphiques de  u(t) et

'u(t) dans Fig 1.
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Fig 1

3.3 Le cas sous-critique : 0 < q < 1 < p < 2�s � 1
Dans cette section, nous considérons plusieurs solutions de (3.1) pour le cas sous-critique.

Lemme 3.3 Il existe �1 > 0, tel que 8� 2 (0; �1), nous avons N 0
� = ;:

Preuve Supposons que N 0
� 6= ;;8� > 0;9u 2 N 0

� tq : hJ 0�(u); uiX0 = 0 et '
00
u(1) = 0; alors :

jjujj2X0 = �
R


uq+1+ dx+

R


up+1+ dx et jjujj2X0 = �q

R


uq+1+ dx+ p

R


up+1+ dx:

donc

jjujj2X0 � C1 jjujjp+1X0

et

jjujj2X0 � �C2 jjujjq+1X0
:

Alors :

C
1

1�p
1 � jjujjX0 � (�C2)

1
1�q

Ceci est impossible si � est su¢ samment petit. Ainsi, nous obtenons qu�il existe � 2 (0; �1) tel
que pour tout nous avons N 0

� = ;:

Lemme 3.4 J� est coércive et borné inférieurement dans N�, 8� 2 (0; �1):

Preuve On a :

J�(u) = 1
2
kuk2X0 �

1
p+1

R


up+1+ dx� �

q+1

R


uq+1+ dx :
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on multiplier (3.13) par 1
p+1

:

1
p+1

kuk2X0 = �
p+1

R


uq+1+ dx+ 1

p+1

R


up+1+ dx :

Alors :
1
p+1

R


up+1+ dx = 1

p+1
kuk2X0 �

�
p+1

R


uq+1+ dx :

par substitution dans J�(u) en obtient :

J�(u) = (1
2
� 1

p+1
) kuk2X0 � �( 1

q+1
� 1

p+1
)
R


uq+1+ dx :

d�après théorème 1.1 et la remarque 3.1 (ii) , nous obtenons

R


uq+1+ dx � Cn;q;s;j
j kuk2X0

où Cn;q;s;j
j est une constante positive en fonction de n; q; s; j
j . Puisque 0 � q � 1 � p , on

obtient alors que le fonctionnel J�est coercitive et borné inférieurement dans N�:

D�après les lemmes 3.3 et 3.4, pour tout � 2 (0; �1) , nous savons que N� = N+
� [N�

� et J� est

coércive et borné inférieurement dans un N+
� et N�

� . Par conséquent, nous pouvons dé�nir :

�+� = inf
u2N+

�

J�(u) et ��� = inf
u2N�

�

J�(u) :

Proposition 3.1 Si 0 � � � �1, alors la fonctionnel J� a un minimiseur u1 en N+
� et satisfait

(1) J�(u1) = inf
u2N+

�

J�(u) < 0:

(2) u1 est une solution du problème (3.1).

Preuve Puisque J�est borné inférieurement sur N+
� ,il existe une suite minimisante fukg �

N+
� tel que

lim
k!1

J�(uk) = inf
u2N+

�

J�(u) :

Ainsi, selon le Lemme 3.4 , la suite fukg es bornée dans X0. De [13, Lemme 7], (X0; jjujjX0) est
un espace Hilbert , et puis, il existe u1 2 X0 tel que, le sous suite fukg converge faiblement dans
X0 alors : Z

Q

(uk(x)� uk(y))(�(x)� �(y))K(x� y)dxdy

!
k!1

Z
Q

(u1(x)� u1(y))(�(x)� �(y))K(x� y)dxdy; 8� 2 X0;
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et par [13, lemme-8], on a

uk ! u1dans Lq+1(Rn) ; uk ! u1dans Rn (3.32)

et par théorème 1.12, il existe l 2 Lq+1(Rn) tel que

juk(x)j � l(x) dans Rn

pour tout 1 � q + 1 � 2�s =
2n
n�2s(n > 2s). Par conséquent, et par théorème de convergence

dominé, nous avons que

R


(uk)

q+1
+ dx !

R


(u1)

q+1dx et
R


(uk)

p+1
+ dx !

R


(u1)

p+1dx :

De plus, il existe t1 tel que t1u1 2 N+
� et J�(t1u1) < 0. Nous avons donc inf J�

u2N+
�

(u) < 0.Ensuite,

nous montrons que uk ! u1 fortement dans X0. supposent le contraire, alors : ku1kX0 <

lim inf
k!1

kukkX0 Ainsi, pour fukg 2 N
+
� on a :

lim
k!1

'0uk(t1) = lim
k!1

(t1 jjukjj2X0 � �tq1
R


(uk)

q+1
+ (x)dx� tp1

R


(uk)

p+1
+ (x)dx)

> t1 jju1jj2X0 � �tq1
R


(u1)

q+1
+ (x)dx� tp1

R


(u1)

p+1
+ (x)dx

= '0u1(t1) = 0

C�est-à-dire '0u1(t1) > 0 pour k assez grand. uk 2 N
+
� , nous pouvons voir que '

0
uk
(t1) < 0; pour

t 2 (0; t1) et '0uk(1) = 0 pour tout k. Ensuite, il faut avoir t1 > 1. Par contre 'u1(t), décroissante
sur (0; t1) , et donc

J�(t1u1) � J�(u1) < lim
k!1

J�(uk) = inf
u2N+

�

J�(u):

Ce qui est une contradiction. Donc, uk ! u1 fortement dans X0. se qui implique

J�(uk) ! J�(u1) = inf
u2N+

�

J�(u) comme k !1

À savoir, u1 est un minimiseur de J� sur N+
� . En utilisant le lemme 3.2, u1est une solution de

(3.1).

Ensuite, nous établissons l�existence d�un minimum local pour J� sur N�
� .

Proposition 3.2 Si 0 < � < �1, la fonctionnelle J� a un minimiseur u2 dans N�
� et satisfait

(1) J�(u2) = inf
u2N�

�

J�(u) > 0:
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(2) u2 est une solution du problème (3.1).

Preuve Puisque J�est borné inférieurement sur N�
� il existe une suite minimisante fukg �

N�
� tel que

lim
k!1

J�(uk) = inf
u2N�

�

J�(u):

Selon le même argument donné dans la preuve de la proposition 3.1, il existe u2 2 X0 tel que,

jusqu�à sous-suite,Z
Q

(uk(x)� uk(y))(�(x)� �(y))K(x� y)dxdy

!
k!1

Z
Q

(u2(x)� u2(y))(�(x)� �(y))K(x� y)dxdy; 8� 2 X0;

R


(uk)

q+1
+ dx!

R


(u2)

q+1dx et
R


(uk)

p+1
+ dx!

R


(u2)

p+1dx

De plus, à partir de l�analyse des cartes de �brage 'u(t) on sait qu�il existe t1; t2 avec t1 <

tmax(u) < t2 que t1u 2 N+
� ; t2u 2 N�

� et

J�(t1u) < J�(tu) < J�(t2u):

Ensuite, nous montrons que uk ! u2 est fortement en X0. supposons le contraire, alors

ku2kX0 < lim infk!1
kukkX0 :

Ainsi, pour fukg 2 N�
� on a J�(uk) > J�(tuk) pour tout t > tmax et

J�(t2u2) =
t22
2
jju2jj2X0 � � t

q+1

q+1

R


(u2)

q+1
+ (x)dx

� tp+1

p+1

R


(u2)

p+1
+ (x)dx

< limk!1

�
t22
2
jjukjj2X0 � � t

q+1

q+1

R


(uk)

q+1
+ (x)dx� tp+1

p+1

R


(uk)

p+1
+ (x)dx

�
= J�(t2uk) � J�(uk) = infu2N�

�
J�(u):

Ce qui est une contradiction. Par conséquent, uk ! u2 fortement dans X0. Cela implique

J�(uk) !
k!1

J�(u2) = inf
u2N�

�

J�(u):

À savoir, u2 est un minimiseur si J� sur N�
� . En utilisant Lemma 3.2, u2 est une solution de

(3.1).
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Preuve (de théorème 3.1) Dans les propositions 3.1 et 3.2 et le lemme 3.3, nous obtenons
que le problème (3.1) a deux solutions u1 2 N+

� et u2 2 N�
� dans X0. Depuis N+

� \N�
� = ; alors

ces deux solutions sont distinctes. Ce termine la preuve.

3.4 Le cas critique : 0 < q < 1; p = 2�s � 1
Dans cette section, nous examinons la multiplicité des solutions au problème (3.1) pour le

cas critique, c.-à-d. p = 2�s � 1 = n+2s
n�2s :

Lemme 3.5 Il existe �� > 0 tel que N 0
� = ; ,8 � 2 (0; ��):

Preuve La preuve est analogue à la preuve du lemme 3.3.

Lemme 3.6 J� est coercitive et borné inférieurement dans N�, 8� 2 (0; ��):

Preuve La preuve est analogue à la preuve du lemme 3.4.
D�après les lemmes 3.5 et 3.6, pour tout � 2 (0; ��) , nous savons que N� = N+

� [N�
� et J� est

coèrcive et borné inférieurement dans un N+
� et N�

� . Par conséquent, nous pouvons dé�nir :

~�+� = inf
u2N+

�

J�(u) et ~��� = inf
u2N�

�

J�(u):

Nous avons les résultats suivants.

Proposition 3.3 Soit fukg � X0 une suite (PS)c pour J� avec :

c < s
n
S

n
2s
K �M�

2�s
2�s�(q+1) :

Alors il existe une sous suite de fukg , qui converge fortement dans X0, où Sk est dé�ni dans

(3.16) et M est une constante positive donnée par

M = (2n�(n�2s)(q+1))(1�q)
4(q+1)

�
(1�q)(n�2s)

4s

� q+1
2�s�(q+1) j
j : (3.33)

Preuve D�après le lemme 3.6, nous voyons que fukg est borné dans X0 . Puis, jusqu�à une

suite, toujours notée par uk , il existe u1 2 X0 tel que uk ! u1 faiblement dans X0, c�est-à-dire :Z
Q

(uk(x)� uk(y))(�(x)� �(y))K(x� y)dxdy

!
k!1

Z
Q

(u1(x)� u1(y))(�(x)� �(y))K(x� y)dxdy; 8� 2 X0:
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De plus, par [17, lemme 9], nous avons que :

uk ! u1 dans Lq+1(Rn) ; uk ! u1dans Rn: (3.34)

Et par [4.Théorème IV-9], il existe l 2 Lq+1(Rn) tel que :

juk(x)j � l(x) dans Rn:

pour tout 1 � q + 1 < 2�s � 1 = 2n
n�2s(n > 2s). Par conséquent, par théorème 1.12, nous avons

que : R


(uk)

q+1
+ dx !

R


(u1)

q+1dx :

Par Lemme 1.2, nous obtenons :Z
Q

juk(x)� uk(y)j2K(x� y)dxdy =

Z
Q

juk(x)� u1(x)� uk(y) + u1(y)j2K(x� y)dxdy

+

Z
Q

ju1(x)� u1(y)j2K(x� y)dxdy + o(1):

:

et R


(uk(x))

2�s
+ dx =

Z
Q

((uk � u1)(x))
2�s
+ dx+

Z
Q

(u1)(x))
2�s
+ + o(1) :

Ensuite

hJ 0�(uk); ukiX0 =

Z
Q

juk(x)� uk(y)j2K(x� y)dxdy � �

Z



(uk(x))
q+1
+ dx�

Z



(uk(x))
2�s
+ dx

=

Z
Q

juk(x)� u1(x)� uk(y) + u1(y)j2K(x� y)dxdy

+

Z
Q

ju1(x)� u1(y)j2K(x� y)dxdy � �

Z



(uk(x))
q+1
+ dx

�

0@Z



((uk � u1)(x))
2�s
+ dx+

Z



(u1)
2�s
+ dx+ o(1)

1A+ o(1)

�!
Z
Q

j(uk � u1)(x)� (uk � u1)(y)j2K(x� y)dxdy

�
Z



((uk � u1)(x))
2�s
+ dx+ hJ 0�(u1); u1iX0 + 0(1):
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Par hJ 0�(u1); u1iX0 = 0 et hJ
0
�(uk); ukiX0 �! 0 si k �!1;, nous savons que

kuk � u1k2X0 =

Z
Q

j(uk � u1)(x)� (uk � u1)(y)j2K(x� y)dxdy �! b; (3.35)

Et Z



((uk � u1)(x))
2�s
+ dx �! b; si k �!1 (3.36)

Si b = 0 ; la preuve est terminée. En supposant que b > 0, selon la dé�nition de SK dans

(3.16),Alors :

kvk2X0 � SK kvk2L2�s :

On pose : v = uk � u1;

On obtient :

kuk � u1k2X0 � SK

0@Z



((uk � u1)(x))
2�s
+

1A 2
2�s

:

Ainsi, nous avons b � SKb
2
2�s .c�est-à-dire b � S

n
2s

K : D�autre part, nous avons :

c = lim
k�!1

0@1
2
kukk2X0 � � 1

1+q

Z



(uk(x))
q+1
+ dx� 1

1+p

Z



(uk(x))
2�s
+ dx

1A
= lim

k�!1

0@1
2

Z
Q

j(uk � u1)(x)� (uk � u1)(y)j2K(x� y)dxdy

+1
2

Z
Q

ju1(x)� u1(y)j2K(x� y)dxdy

�� 1
1+q

Z



(uk(x))
q+1
+ dx� 1

1+p

Z



(u1(x))
2�s
+ dx

� 1
1+p

Z



((uk � u1)(x))
2�s
+ dx+ o(1)

1A+ o(1)

� J�(u1) + (
1
2
� 1

2�s
)S

n
2s
K � J�(u1) +

s
n
S

n
2s
K :

(3.37)

En supposant que c < s
n
S

n
2s
K ;on a J�(u1) < 0. En particulier, u1 6= 0 et

0 < 1
2
ku1k2X0 < 1

2�s

Z



(u1(x))
2�s
+ dx+ � 1

1+q

Z



(u1(x))
q+1
+ dx: (3.38)
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Ensuite
c = lim

k�!1
J�(u =k) = lim

k�!1
J�(uk)� 1

2
hJ 0�(uk); ukiX0

= lim
k�!1

0@ s
n

Z



(uk � u1)(x))
2�s
+ dx+

s
n

Z



(u1(x))
2�s
+ dx

+�
�
1
2
� 1

1+q

�Z



(uk(x))
q+1
+ dx

1A
= s

n
b+ s

n

Z



(u1(x))
2�s
+ dx

+�
�
1
2
� 1

1+q

�Z



(u1(x))
q+1
+ dx

� s
n
S

n
2s
K + s

n

Z



(u1(x))
2�s
+ dx+ �

�
1
2
� 1

1+q

�Z



(u1(x))
q+1
+ :

De plus, par théorème 1.1, nous avons

Z



(u1(x))
q+1
+ dx � j
j

2�s�(1+q)
2�s

0@Z



(u1(x))
2�s
+ dx

1A
1+q
2�s

: (3.39)

Ainsi,

c � s
n
S

n
2s
K + s

n

0@Z



(u1(x))
2�s
+ dx

1A
+�
�
1
2
� 1

1+q

�
j
j

2�s�(1+q)
2�s

0@Z



(u1(x))
2�s
+ dx

1A
1+q
2�s

= s
n
S

n
2s
K + h(�):

Telle que

h(�) = s
n
�2

�
s + �

�
1
2
� 1

1+q

�
j
j

2�s�(1+q)
2�s �q+1 avec � =

0@Z



(u1(x))
2�s
+ dx

1A 1
2�s

h0(�) = s(2�s)
n
�2

�
s�1 + �(q + 1)

�
1
2
� 1

1+q

�
j
j

2�s�(1+q)
2�s �q

h0(�) = 0, �q
�
s(2�s)
n
�2

�
s�(q+1) + �(q + 1)

�
1
2
� 1

1+q

�
j
j

2�s�(1+q)
2�s

�
= 0:

:
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Nous notons que h(�) atteint son minimum à

�0 =
�
�(1�q)(n�2s)

4s

� 1+q
2�s�(1+q) j
j

1
2�s :

et

h(�0) = � (2n�(n�2s)(q+1))(1�q)
4(q+1)

�
(1�q)(n�2s)

4s

� q+1
2�s�(1+q) j
j

1
2�s = �M�

2�s
2�s�(1+q) :

Avec M donné par (3.33). Donc

c � s
n
S

n
2s
K �M�

2�s
2�s�(1+q) :

Ensuite, nous obtenons une contradiction avec notre hypothèse. Par conséquent, b = 0 et, nous

concluons que uk ! u1 fortement en X0. Ceci complète la preuve

Proposition 3.4 Il existe �2 > 0 et u0 2 X0 tel que :

sup
t>0

J�(tu0) < s
n
S

n
2s
K �M�

2�s
2�s�(1+q) : (3.40)

8� 2 (0; �2):En particulier,

~��� < s
n
S

n
2s
K �M�

2�s
2�s�(1+q) : (3.41)

Où la constante M dépend de q; n; s et j
j, donnée par (3.33).

Preuve Soit ��� > 0 tel que s
n
S

n
2s
K �M�

2�s
2�s�(1+q) > 0;8� 2 (0; ���):Avec la condition (3.17),on

a

9u0 2 X0 n f0g telle que

J�(tu0) � sup
t�0
Ik;2�s(tu0)� � t

q+1

1+q

Z



(u0)
q+1
+ dx < s

n
S

n
2s
K � � t

q+1

1+q

Z



(u0)
q+1
+ dx: (3.42)

Soit

���� =

0@ 1
M(q+1)

0@tq+1Z



(u0)
q+1
+ dx

1A1A
2�s�(1+q)

q+1

:

avec M positive constante dé�nit dans (3.33).Alors,8� 2 (0; ����) on dé�nit

� tq+1

1+q

Z



(u0)
q+1
+ dx < �M�

2�s
2�s�(1+q) :
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locaux avec fonction concave-convexe

Ainsi, nous obtenons que (3.42) est vrai. Finalement, nous dé�nissons �2 = minf��; ���; ����g ;
par l�analyse des cartes �brant 'u(t) = J�(tu);on obtient :

~��� < s
n
S

n
2s
K �M�

2�s
2�s�(1+q) :

Pour � 2 (0; �2): Ceci complète la preuve .
Nous sommes maintenant prêts à prouver le théorème (3.2).

Preuve (de théorème 3.2) : Dans les propositions 3.4 et 3.4, il existe deux suites fu+k g et
fu�k g dans X0 telle que :

J�(u
+
k ) �! ~�+� ; J

0
�(u

+
k ) �! 0 et J�(u�k ) �! ~��� ; J

0
�(u

�
k ) �! 0;

Nous observons que, à partir de l�analyse des cartes de �brage 'u(t), nous avons ~�
+
� < 0. Similaire

à la preuve de proposition 3.1 et 3.2 et théorème 3.1,le problème (3.1) a deux solutions u1 2 N+
� et

u2 2 N�
� dans X0:Depuis N+

� \N�
� 6= ;;alors ces deux solutions sont distinctes. Ceci termine la

preuve.
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Chapitre 4. La variété de Nehari pour le P-laplacien fractionnaire (��)sp

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la multiplicité de solutions de problème p-laplacien fraction-

naire (��)sp : (
(��)spu(x) = f(x; u) + �g(x; u); u > 0 dans 
;

u = 0 sur Rnn
:
(4.1)

Où (��)sp est le P-laplacien fractionnaire dé�nit comme suite :

(��)spu(x) = 2

Z
Rn

ju(x)�u(y)jp�2(u(x)�u(y))
jx�yjn+ps dy; x; y 2 Rn:

Où 
 est un ensemble régulière dans Rn; n > ps avec s 2 (0; 1); � est un paramètre positif, f
et g sont des fonctions homogènes d�ordre q et r respectivement (i.e)

f(x; tu) = tqf(x; u) et g(x; tu) = trg(x; u)

Les exposants p; r et q satisfaisant : 0 < r < 1 < p < q � p�s�1;avec p�s = np
n�ps(n > ps);l�exposant

fractionnaire de Sobolev.

Notons

F (x; u) =

uZ
0

f(x; s)ds � 0 et G(x; u) =
uZ
0

g(x; s)ds � 0:

En déduit que F et G sont homogène d�ordre (q + 1) et (r + 1) respectivement (i.e)

F (x; tu) = tq+1F (x; u) et G(x; tu) = tr+1G(x; u):

D�après les propriétés des fonctions homogènes, on a :

(q + 1)F (x; u) = uf(x; u); (4.2)

(r + 1)G(x; u) = ug(x; u): (4.3)

Ce qui implique qu�il existe 
1; 
2 > 0 telle que :

F (x; u) � 
1 juj
q+1 ; (4.4)

et
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G(x; u) � 
2 juj
r+1 : (4.5)

Nous allons introduire l�espace fonctionnel que nous allons utiliser dans ce qui suite . Nous

introduisons cet espace comme suite :

X =

�
u : Rn �! R fonction mesurable, u j
 2 Lp(
) et ju(x)�u(y)j

jx�yj
n+ps
p

2 Lp(Q; dxdy)
�
:

Avec Q = R2n�(C
 � C
) avec C
 = Rnn
: L�espace X est menu de la norme dé�nit comme

suite :

kukX =

0@kukpLp(
) + Z
Q

ju(x)�u(y)jp

jx�yjn+ps dxdy

1A 1
p

:

En dé�nit l�espace de Banach

X0 = fu 2 X : u = 0 p.p dans Rnn
g ; (4.6)

muni de la norme

kukX0 =

0@Z
Q

ju(x)�u(y)jp

jx�yjn+ps dxdy

1A
1

p

: (4.7)

Remarque 4.1 i) X ,! Lq(Rn) ;8q 2 (1; p�s):
ii) X0 ,! Lp

�
s(Rn):

iii) 8u; v 2 X0; on a le produit de dualité :

D
(��)spu; v

E
=

Z
Q

ju(x)�u(y)jp�2(u(x)�u(y))(v(x)�v(y))
jx�yjn+ps dxdy: (4.8)

Dé�nition 4.1 Nous dirons que u est une solution faible du problème (4.1), si u satisfait la
formulation variationnelle :Z

Q

ju(x)�u(y)jp�2(u(x)�u(y))(v(x)�v(y))
jx�yjn+ps dxdy =

Z



f(x; u)v(x)dx+ �

Z



g(x; u)v(x)dx :

Le fait que u soit une solution faible équivaut à être un point critique de la fonctionnel

suivante :

J�(u) = Ip;q(u)� �C(u):
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Avec

Ip;q(u) =
1

p
A(u)�B(u); (4.9)

où
A(u) = kukpX0 ;

B(u) =

Z



F (x; u)dx;

C(u) =

Z



G(x; u)dx:

On peut voir que J� 2 C1(X0;R) et

hJ 0�(u); ui = A(u)� (q + 1)B(u)� �(r + 1)C(u):

Théorème 4.1 Soit s 2 (0; 1), n > ps et 
 un ensemble ouvert borné de Rn avec frontière
Lipschitzien. Si 0 < r < 1 < q < p�s � 1, alors il existe �1 > 0, tel que pour tout � 2 (0; �1), le
problème (4.1) admet au moins deux solutions.

Pour le cas critique, depuis l�injection de X0 ,! Lp
�
s(Rn) n�est pas compact, la fonctionnelle

d�énergie ne satisfait pas le Palais - Smale globalement, mais il est vrais pour la fonctionnelle

d�énergie dans une plage appropriée liée à la meilleure constante fractionnaire critique de Sobolev

dans l�injection X0 ,! Lp
�
s(
); dé�nie comme suite :

Sp = inf
v2X0nf0g

kvkpX0
kvkp

Lp
�
s

;8v 2 X0nf0g: (4.10)

Théorème 4.2 Soit s 2 (0; 1); n > ps et 
 un ensemble ouvert borné de Rn avec des bords de
Lipschitz. si 0 � r � 1; q = p�s � 1, supposons que il existe u0 2 X0nf0g avec u0 > 0. dans Rn,
tel que :

sup Ip;q(tu0) < s
n
S

n
ps : (4.11)

Ip;q est donné par (4,9). Alors, il existe �� > 0, tel que pour � 2 (0; ��) le problème (4.1) admet
aux moins deux solutions.

4.2 Quelques résultats préliminaires

Nous examinerons les points critiques de la fonctionnelle J� sur l�espace de Banach X0. Nous

dénotons la variété de Nehari par :

N� = fu 2 X0nf0g : hJ 0�(u); uiX0 = 0g;
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où h; iX0 est le produit de dualité sur X0:Il est clair que tous les points critiques de J� doivent

se trouver sur N� et N� est un ensemble beaucoup plus petit que X0. Il est donc facile d�étudier

la fonctionnelle J� sur N� . Il est facile de voir que u 2 N� si et seulement si

1
p
jjujjpX0 �

R


uf(x; u)dx� �

R


ug(x; u)dx = 0: (4.12)

La variété de Nehari N� est étroitement liée au comportement de la fonction de la forme

'u : t! J�(tu) pour t > 0 dé�ni par :

'u(t) = tp

p
A(u)� tq+1B(u)� �tr+1C(u); (4.13)

Ces cartes sont appelées cartes de �brage et ont été introduites par Drabek et Pohozaev dans

[9] et sont également discuté par Brown et Zhang [6], Brown et Wu [5].

Lemme 4.1 Soit u 2 X0nf0g; tu 2 N� si et seulement si '0u(t) = 0:

Preuve Le résultat est une conséquence du fait que

'0u(t) = hJ 0�(tu); uiX0 = 1
t
hJ 0�(tu); tuiX0 :

Ainsi, les éléments de N� correspondent aux points stationnaires des cartes 'u On remarque

que

'0u(t) = tp�1A(u)� (q + 1)tqB(u)� �(r + 1)trC(u); (4.14)

'00u(t) = (p� 1) tp�2A(u)� q(q + 1)tq�1B(u)� �r(r + 1)tr�1C(u) : (4.15)

D�après le lemme 4.1, on a u 2 N� si et seulement si '0u(1) = 0; par conséquent, pour u 2 N�,

par (4.14) nous obtenons

'00u(1) = (p� 1)A(u)� q(q + 1)B(u)� �r(r + 1)C(u)

= (p� q � 1)(q + 1)B(u) + �(r + 1)(p� r � 1)C(u)
= (p� q � 1)A(u) + �(r + 1)(q � r)C(u)

= (p� r � 1)A(u)� �(q + 1)(r � q)B(u):

(4.16)

Il est donc naturel de devisé N� en trois parties correspondant aux minimum et maximum

locaux et aux points d�in�exion, c�est-à-dire

N+
� = fu 2 N : '00u(1) > 0g ;

N�
� = fu 2 N� : '00u(1) < 0g ;
N 0
� = fu 2 N� : '00u(1) = 0g :
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Lemme 4.2 Supposons que u0 soit un minimiseur local de J� surN� et u0 62 N 0
� . Alors, u0 est

un point critique.

Preuve Si u0 minimiseur local de J� sur N� et ;alors u0 est un solution de le problème

d�optimisation suivant : (
min J�(u) = J�(u0);

�(u0) = 0;

telle que :

�(u) = A(u)� (q + 1)B(u)� �(r + 1)C(u):

D�après théoréme1.13, 9� 2 R tq : J 0(u0) = ��0(u0); on a

hJ 0(u0); u0iX0 = �h�0(u0); u0iX0 : (4.17)

Comme, u0 2 N�; alors hJ 0(u0); u0iX0 = 0 et

A(u0) = (q + 1)B(u0) + �(r + 1)C(u0);

de plus :
h�0(u0); u0iX0 = pA(u0)� (q + 1)

R


u0f(x; u0)dx

��(r + 1)
R


u0g(x; u0)(dx

= (p� 1)A(u0)� q
R


u0f(x; u0)dx

��r
R


u0g(x; u0)dx;

d�aprés (4,2) et (4,3) on obtient :

h�0(u0); u0iX0 = (p� 1)A(u0)� q(q + 1)B(u0)� �r(r + 1)C(u0)

= '00u0(1)

On a u0 =2 N 0
� , '00u0(1) 6= 0 , h�0(u0); u0iX0 6= 0; alors, d�après(4.17), � = 0; d�où le résultat.

Pour comprendre les cartes de la variété et de la �brage de Nehari, considérons la fonction

 u : R+ ! R dé�ni par :

 u(t) = tp�r�1A(u)� (q + 1)tq�rB(u) :

Il est clair que pour t > 0, tu 2 N� si et seulement si

 u(t) = �(r + 1)C(u) ; (4.18)
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en outre :

 0u(t) = (p� r � 1)tp�r�2A(u)� (q + 1)(q � r)tq�r�1B(u) ; (4.19)

et ainsi, nous pouvons voir que si tu 2 N� , alors :

tr 0u(t) = '00u(t) : (4.20)

Par conséquent, tu 2 N+
� (ou N�

� ) si et seulement si  
0
u(t) > 0(ou  

0
u(t) � 0):

Supposons u 2 X0 et u+ 6� 0. À partir de (4.19),  u véri�e les propriétés suivantes :
(a)  u a un point critique unique à

t = tmax(u) =
h
A(u)
B(u)

(p�r�1)
(q+1)(q�r)

i 1
q�p+1

 u(tmax) =
�

(p�r�1)
(q+1)(q�r)

A(u)
B(u)

� p�r�1
q�p+1

A(u)

�(q + 1)
�
A(u)
B(u)

(p�r�1)
(q+1)(q�r)

� q�r
q�p+1

B(u)

=
�

(p�r�1)
(q+1)(q�r)

� p�r�1
q�p+1 �

q�p+1
q�r

��
A(u)q�r

B(u)p�r�1

� 1
q�p+1

:

(b)  u croissante strictement sur (0; tmax(u)) et décroissante strictement sur (tmax(u);+1);
(c) lim

t!1
 u(t) = �1:

On a :

 u(tmax)� �(r + 1)C(u) =
�

(p�r�1)
(q+1)(q�r)

� p�r�1
q�p+1 �

q�p+1
q�r

��
A(u)q�r

B(u)p�r�1

� 1
q�p+1 � �(r + 1)C(u);

d�après les propriétés (4.4) et (4.5) et d�après Hölder :

B(u) =
R


F (x; u)dx � 
1 j
j

p�s�q�1
p�s kukq+1

Lp
�
s
;

en utilisant l�inégalité

kukq+1
Lp

�
s
� s

� q+1
p

p kukq+1X0
:

On obtient

B(u) � 
1s
� q+1

p
p j
j

p�s�q�1
p�s A(u)

q+1
p : (4.21)

De même façon, on aura

C(u) � 
2s
� r+1

p
p j
j

p�s�r�1
p�s A(u)

r+1
p : (4.22)
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Donc

 u(tmax)� �(r + 1)C(u)

=
�

(p�r�1)
(q+1)(q�r)

� p�r�1
q�p+1 �

q�p+1
q�r

��
A(u)q�r

B(u)p�r�1

� 1
q�p+1 � �(r + 1)C(u)

�
�
(r + 1)
2s

� r+1
p

p j
j
p�s�r�1

p�s

�0@� (p�r�1)
(q+1)(q�r)

� p�r�1
q�p+1 �

(q�p+1)
(r+1)(q�r)

�


p�r�1
p�q�1
1


2
j
j

(q�r)(p�s�p)
p�s(p�q�1) s

r�q
p�q�1
p � �

1AA(u)
r+1
p

=

�
(r + 1)
2s

� r+1
p

p j
j
p�s�r�1

p�s

�
(�� � �)A(u)

r+1
p ;

(4.23)

telle que

�� =
�

1
r+1

(p�r�1)
(q+1)(q�r)

� p�r�1
q�p+1 �

q�p+1
q�r

�
k
p�r�1
p�q�1
1

k2
j
j

(q�r)(p�s�p)
p�s(p�q�1) s

r�q
p�q�1
p :

De plus,parmi (4.14), et (4.18) et si � < �� satisfait (4.23), alors '0u(t) > 0:Il semble que

('0u(t) < 0) lorsque � est grand. Par conséquent tu 2 N�, pour tout t > 0. Par contre, si

� satisfait

0 < �(r + 1)C(u) <  u(tmax(u))

alors il existe t1 et t2 avec t1 < tmax(u) < t2, tel que :

 u(t1) =  u(t2) = �(r + 1)C(u) et  0u(t1) > 0;  
0
u(t2) < 0

Les relations (4.14) et (4.18) implique que '0u(t1) = '0u(t2) = 0. Par (4.20), nous avons que

'00u(t1) > 0; '
00
u(t2) < 0. Ces faits impliquent que la carte de �brage 'u a un minimum local à t1 et

un maximum local à t2 tel que t1u 2 N+
� et t2u 2 N�

� On peut voir que les graphiques de  u(t)

et 'u(t) sont visibles à la Fig.2.

Fig 2
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4.3 Le cas sous-critique : 0 < r < 1 < q < p�s � 1
Dans cette section, nous considérons plusieurs solutions de (4.1) pour le cas sous-critique.

Lemme 4.3 Il existe �� > 0, tel que 8 � 2 (0; ��), nous avons N 0
� = ;:

Preuve on suppose que N 0
� 6= ;;9u0 2 N 0

� ; '
00
u0
(1) = 0; '

0
u0
(1) = 0 donc :

'
00
u0
(1) = 0 , (p� r � 1)A(u0) + �(q + 1)(r � q)B(u0) = 0

) B(u0) =
(r�p+1)
(q+1)(r�q)A(u0)

;

'
0
u0
(1) = 0

, A(u0)� (q + 1)B(u0)� �(r + 1)C(u0)

= A(u0)� r�p+1
r�q A(u0)� �(r + 1)C(u0) = 0

) p�q�1
r�q A(u0)� �(r + 1)C(u0) = 0;

C(u0) =
�
p�q�1
r�q

�
1

�(r+1)
A(u0); (4.24)

 u0(tmax)� �(r + 1)C(u0) =
�

(p�r�1)
(q+1)(q�r)

� p�r�1
q�p+1 �

q�p+1
q�r

��
A(u)q�r

B(u)p�r�1

� 1
q�p

��(r + 1)C(u0)

=
�

(p�r�1)
(q+1)(q�r)

� p�r�1
q�p+1 �

q�p+1
q�r

��
(p�r�1)
(q+1)(q�r)

� r�p+1
q�p+1

A(u0)

�
�
p�q�1
r�q

�
A(u0) = 0:

alors

 u0(tmax)� �(r + 1)C(u0) = 0 ;

ce qui donne une contradiction, d�où N0
� = ;:

Lemme 4.4 J� est coèrctive et borné inférieurement dans N�;8� 2 (0; ��)

Preuve Si u 2 N� , (4.14) impliquent que

J�(u) = 1
p
kukpX0 �

R


F (x; u)dx� �

R


G(x; u)dx

= 1
p
A(u)�B(u)� �C(u);

on a '
0
u(1) = 0 ) B(u) = 1

(q+1)
(A(u)� �(r + 1)C(u)) :

:

Donc

J�(u) = A(u)
�
1
p
� 1

q+1

�
� �C(u)

�
q�r
q+1

�
:
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Alors

J�(u) �
�
1
p
� 1

q+1

�
A(u)� �k2s

�(r+1)
p

p j
j
p�s�r�1

p�s A(u)
r+1
p

Donc, J�(u) est coércive et borné inférieurement.

Alors N� = N+
� [N�

� telle que N+
� \N�

� = ; et de plus 9�
�
� ; �

+
2 2 R tq :

��� = inf
u2N�

�

J�(u)

�+� = inf
u2N+

�

J�(u)
:

Proposition 4.1 Si 0 < � < ��, la fonctionnelle J� a un minimiseur u�dans N+
� et satisfait

(1) J�(u�) = inf
u2N+

�

J�(u) � 0:

(2) u� est une solution du problème (4.1).

Preuve Puisque J�est borné inférieurement sur N+
� alors il existe une suite minimisante

fukg � N+
� tel que

lim
k!1

J�(uk) = inf
u2N+

�

J�(u)

Ainsi, selon le lemme (4.4), la suite fukg es bornée dans X0. De [15, Lemme 7], (X0; jjujjX0) est
un espace de Banach ré�exive , et puis, il existe u� 2 X0 tel que, la sous-suite,Z

Q

juk(x)�uk(y)jp�2(uk(x)�uk(y))(�(x)��(y))dxdy
jx�yjn+ps

!
k!1

Z
Q

ju�(x)�u�(y)jp�2(u�(x)�u�(y))(�(x)��(y))dxdy
jx�yjn+ps ;8� 2 X0;

et par [4, théorème IV-9], il existe sous-suite et il existe l 2 Lq+1(Rn) tel que

uk ! u�dans Lq+1(Rn) ; dans uk ! u�Rn;

juk(x)j � l(x) dans Rn;

pour tout 1 < q + 1 < p�sR


F (x; uk)dx < 
1

R


jujq+1 < +1 car jujq+1 2 L1(
):

Alors,
R


F (x; uk) 2 L1(
) Par conséquent, par théorème 1.12, nous avons queR



F (x; uk)dx !

k!1

R


F (x; u�)dx:
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De même façon R


G(x; uk)dx !

k!1

R


G(x; u�)dx:

De plus, il existe t1 tel que t1u1 2 N+
� et J�(t1u

�) < 0. Nous avons donc inf
u2N+

�

J�(u) < 0. Ensuite,

nous montrons que uk ! u� fortement dans X0. Si non, alors: ku�kX0 < lim inf
k!1

kukkX0 Ainsi,
pour fukg 2 N+

� on a :

lim
k!1

'0uk(t1) = lim
k!1

�
tp�11 jjukjjpX0 � (q + 1)t

q
1

R


F (x; uk)dx

� �(r + 1)tr1
R


G(x; uk)dx

�
> t1 jju�jjpX0 � (q + 1)t

q
1

R


F (x; u�)dx

��(r + 1)tr1
R


G(x; u�)dx

= '0u�(t1) = 0:

C�est-à-dire '0u1(t1) > 0 pour k assez grand. Depuis uk = 1:uk 2 N+
� , nous pouvons voir que

'0uk(t1) < 0; pour t 2 (0; t1) et '0uk(1) = 0 pour tout k. Ensuite, il faut avoir t1 > 1. Par

contre 'u�(t), décroissante sur (0; t1) , et donc

J�(t1u
�) � J�(u

�) < lim
k!1

J�(uk) = inf
u2N+

�

J�(u):

Ce qui est une contradiction. Donc, uk ! u� fortement dans X0. Cela implique que

J�(uk) !
k!1

J�(u1) = inf
u2N+

�

J�(u):

À savoir, u� est un minimiseur de J� sur N+
� . En utilisant le lemme 4.2, u

�est une solution de

(4.1). Ensuite, nous établissons l�existence d�un minimum local pour J� sur N�
� :

Proposition 4.2 Si 0 < � < �� , la fonctionnelle J� a un minimiseur u�� dans N�
� et satisfait

(1) J�(u��) = inf
u2N�

�

J�(u) > 0:

(2) u�� est une solution du problème (4.1).

Puisque J�est borné inférieurement sur N�
� il existe une suite minimisante fukg � N�

� tel

que
lim
k!1

J�(uk) = inf
u2N�

�

J�(u):
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Selon le même argument donné dans la preuve de la proposition précédente, il existe u�� 2 X0

tel que, jusqu�à sous-suite ,Z
Q

juk(x)�uk(y)jp�2(uk(x)�uk(y))(�(x)��(y))dxdy
jx�yjn+ps

!
k!1

Z
Q

ju��(x)�u��(y)jp�2(u��(x)�u��(y))(�(x)��(y))dxdy
jx�yjn+ps ;8� 2 X0;

et R


F (x; uk)dx !

k!1

R


F (x; u��)dx

et
R


G(x; uk)dx !

k!1

R


G(x; u��)dx:

De plus, à partir de l�analyse des cartes de �brage 'u(t) on sait qu�il existe t1; t2 avec t1 <

tmax(u) < t2 que t1u 2 N+
� ; t2u 2 N�

� et J�(t1u) < J�(tu) < J�(t2u): Ensuite, nous montrons que

uk ! u�� est fortement en X0. Si non, alors ku��kX0 < lim infk!1
kukkX0 Ainsi, pour fukg 2 N

�
� on

a J�(uk) > J�(tuk) pour tout t > tmax et

J�(t2u
��) =

tp2
2
jju��jj2X0 � tq+12

R


F (x; u��)dx� �tr+12

R


G(x; u��)dx

< limk!1(
tp2
2
jjukjj2X0 � tq+12

R


F (x; uk)dx� �tr+12

R


G(x; uk)dx)

= limk!1 J�(t2uk) � J�(uk)

= inf
u2N�

�

J�(u);

ce qui est une contradiction. Par conséquent, uk ! u�� fortement dans X0. Cela implique

J�(uk)! J�(u
��) = infu2N�

�
J�(u) comme k !1

À savoir, u�� est un minimiseur si J� sur N�
� . En utilisant Lemme 4.2, u�� est une solution de

(4.1).

Preuve ( théorème 4.1) Dans les propositions 4.1 et 4.2 et le lemme 4.2, nous obtenons
que le problème (4.1) a deux solutions u� 2 N+

� et u
�� 2 N�

� dans X0. Depuis N+
� \N�

� = ; alors
ces deux solutions sont distinctes. Ce qui termine la preuve.

4.4 Le cas critique : 0 < r < 1 < q = p�s � 1
Dans cette section, nous examinons la multiplicité des solutions au problème (4.1) pour le

cas critique, c.-à-d. p = 2�s � 1 = n+2s
n�2s

Lemme 4.5 Il existe �� > 0 tel que N 0
� = ;,8 � 2 (0; ��)
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Preuve La preuve est analogue à la preuve du lemme 4.3.

Lemme 4.6 J� est coècitive et borné inférieurement dans N�;8� 2 (0; ��):

Preuve La preuve est analogue à la preuve du lemme 4.4.
D�après les lemmes 4.5 et 4.6, pour tout � 2 (0; ��) , nous savons que N� = N+

� [N�
� et J� est

coercitive et borné inférieurement dans un N+
� et N

�
� . Par conséquent, nous pouvons dé�nir :

~�
+

� = infu2N+
�
J�(u)

~�
�
� = infu2N�

�
J�(u)

:

Nous avons les résultats suivants.

Proposition 4.3 Soit fukg � X0 une suite de (PS)c pour J� avec :

c < s
n


�n
sp�s
1 S

n
ps
p �M�

p
p�r�1 :

Alors il existe une sous-suite de fukg , qui converge fortement dans X0, où Sp est dé�ni dans

(4.10) et M est une constante positive donnée par

M =
�
p�r�1
p

��
n(r+1)
sp�s

� r+1
p�r�1

�
n(p�r�1)+sp�sp

np

� p
p�r�1

S
�(r+1)
p�r�1
p j
j

(p�s�r�1)p
(p�r�1)p�s : (4.25)

Preuve D�après le lemme 4.6, nous voyons que fukg est borné dans X0 . alors fukg admet
une sous suite toujours notée par fukg . Il existe u1 2 X0 tel que uk ! u1 faiblement dans X0,

c�est-à-dire : Z
Q

juk(x)�uk(y)jp�2(uk(x)�uk(y))(�(x)��(y))
jx�yjn+ps dxdy

!
k!1

Z
Q

ju1(x)�u1(y)jp�2(u1(x)�u1(y))(�(x)��(y))
jx�yjn+ps dxdy; 8� 2 X0;

De plus, par [9, lemme 9], nous avons que :

uk ! u1 faiblement dans Lp
�
s(Rn) ; uk ! u1 dans Lr+1(Rn); uk ! u1 dans Rn:

et par [4.Théorème IV-9], il existe l 2 Lr+1(Rn) tel que :

juk(x)j � l(x) dans Rn;
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pour tout 1 � r + 1 < p�s � 1. Par conséquent, par théorème 1.12, nous avons que :

C(uk) �! C(u1);

Par lemme 1.2, nous obtenons :

A(uk) = A(uk � u1) + A(u1) + o(1);

B(uk) = B(u1) +

Z



(F (x; uk)� F (x; u1)) dx

Ensuite

hJ 0�(uk); ukiX0 = A(uk)� p�sB(uk)� �(r + 1)C(uk)

= A(uk � u1) + A(u1)� p�sB(u1)

+

Z



(F (x; uk)� F (x; u1))dx� �(r + 1)C(uk) + o(1)

= hJ 0�(u1); u1iX0 + A(uk � u1)� p�s

Z



(F (x; uk)� F (x; u1))dx+ o(1);

Par hJ 0�(u1); u1iX0 = 0 et hJ
0
�(uk); ukiX0 !

k!1
0, nous avons :

A(uk � u1) �! b;

p�s

Z



(F (x; uk)� F (x; u1)) dx �! b:
(4.26)

Si b = 0, la preuve est terminée. En supposant que b > 0, selon la dé�nition de Sp dans (4.10),

kuk � u1kpX0 � Sp

0@Z



((uk � u1)(x))
p�s
+ dx

1A
p
p�s

;

De plus on a :

p�s

Z



(F (x; uk)� F (x; u1)) dx � 
1 kuk � u1kp
�
s
p�s ;
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c�est-à-dire b � 

�n
sp�s
1 S

n
ps

p : D�autre part, nous avons :

c = lim
k�!1

�
1
p
A(uk)�B(uk)� �C(uk)

�
= lim

k�!1

�
1
p
A(uk � u1)� 1

p
A(u1)�B(u1)

�
Z



(F (x; uk)� F (x; u1)) dx� �C(uk)

1A+ o(1)

= J�(u1) + b(1
p
� 1

p�s
)

� J�(u1) +
s
n


�n
sp�s
1 S

n
ps
p :

En supposant que c < s
n


�n
sp�s
1 S

n
ps
p ;on a J�(u1) < 0. En particulier, u1 6= 0;donc :

0 < 1
p
A(u1) < B(u1) + �C(u1): (4.27)

Ensuite,
c = lim

k�!1
J�(uk) = lim

k�!1

�
J�(uk)� 1

p
hJ 0�(uk); ukiX0

�
= lim

k�!1

0@(p�s
p
� 1)(B(u1) +

Z



(F (x; uk)� F (x; u1)) dx)

��(p�r�1
p
)C(uk)

�
=

0@(p�s
p
� 1)(B(u1) +

Z



(F (x; uk)� F (x; u1)) dx

��(p�r�1
p
)C(u1)

�
� s

n


�n
sp�s
1 S

n
ps
p + sp�s

n
B(u1)� �

�
p�r�1
p

�
C(u1):

Posons :
H(u1) = �

�
p�r�1
p

�
C(u1)� sp�s

n
B(u1)

< �
�
p�r�1
p

�
C(u1)� sp�s

n
(1
p
A(u1)� �C(u1))

< ��2(
p�r�1
p

+ sp�s
n
)A

r+1
p (u1)� sp�s

pn
A(u1);

telle que : �2 = 
2s
�r�1
p

p j
j
p�s�r�1

p�s : Posons � = A
1
p (u1), alors on dé�nit la fonction h(�) comme

suite :

h(�) = ��2(
p�r�1
p

+ sp�s
n
)�r+1 � sp�s

pn
�p:

54



Chapitre 4. La variété de Nehari pour le P-laplacien fractionnaire (��)sp

Nous notons que h(�) atteint son maximum à

�0 =

�
�n(r+1)�2(

p�r�1
p

+
sp�s
n
)

sp�s

� 1
p�r�1

et

h(�) � h(�0) =M�
p

p�(1+r) :

Avec

M =
�
p�r�1
p

��
n(r+1)
sp�s

� r+1
p�r�1

�
n(p�r�1)+sp�sp

np

� p
p�r�1

S
�(r+1)
p�r�1
p j
j

(p�s�r�1)p
(p�r�1)p�s :

Donc,

c � s
n


�n
sp�s
1 S

n
ps
p �M�

p
p�r�1 :

Ensuite, nous obtenons une contradiction avec notre hypothèse. Par conséquent, b = 0 et, nous

concluons que uk ! u1 fortement en X0. Ceci complète la preuve.

Proposition 4.4 Il existe �2 > 0 et u0 2 X0 tel que

sup
t>0

J�(tu0) � s
n


�n
sp�s
1 S

n
ps
p �M�

p
p�r�1 ;8� 2 (0; �2): (4.28)

En particulier
~�
�
� < s

n


�n
sp�s
1 S

n
ps
p �M�

p
p�r�1 :

Où la constante M dépend de q; n; s et j
j, donnée par (4.25)

Preuve Soit ��� > 0 tel que s
n


�n
sp�s
1 S

n
ps
p �M�

p
p�r�1 > 0;8� 2 (0; ���): Par la condition (4.11),

9 u0 2 X0nf0g telle que

J�(tu0) � sup
t�0
Ip;p�s(tu0)� �tr+1C(u0) < s

n


�n
sp�s
1 S

n
ps
p � �tr+1C(u0): (4.29)

Soit

���� =
�
tr+1C(u0)

M

� 2�s�(1+r)
(1+r) ;

avec M constante positive dé�nit dans (4.25). Alors on dé�nit

�tr+1C(u0) < �M�
p

p�(1+r) ;8� 2 (0; ����):
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Ainsi, nous obtenons que (4.29) est vrai. Finalement, nous dé�nissons �2 = minf��; ���; ����g ;
par l�analyse des cartes �brant 'u(t) = J�(tu);on obtient

~�
�
� < s

n


�n
sp�s
1 S

n
ps
p �M�

p
p�(1+r) :

Pour � 2 (0; �2):
Preuve Dans les propositions 4.1 et 4.2, il existe deux suites fu+k g et fu�k g dans X0 telle que

J�(u
+
k ) �! ~�

+

� et J 0�(u
+
k ) �! 0;

J�(u
�
k ) �! ~�

�
� et J 0�(u

�
k ) �! 0:

quand k �! 1:Nous observons que, à partir de l�analyse des cartes de �brage 'u(t), nous

avons ~�
+

� < 0. Similaire à la preuve de proposition 4.3 et 4.4 et théorème 4.1, le problème (4.1)

a deux solutions u1 2 N+
� et u2 2 N�

� dans X0: Depuis N+
� \ N�

� 6= ;; alors ces deux solutions
sont distinctes. Ceci termine la preuve.

Conclusion
Dans ce mémoire nous avons utilisé la variété de Nehari et les carte de �brage pour étudier la

multiplicité des solutions faibles de quelques problèmes elliptiques fractionnaires avec condition

de Dirichlet homogène et la non-linéarité est une fonction concave-convexe ou bien des fonctions

homogènes. Par conséquent, il est facile de faire des extensions sur des systèmes fractionnaires,

ainsi que l�étudie du cas super-critique.
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